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Kafli 2

Diffurjöfnur

Í stærðfræðilegum vísindum er algengt að vilja ákvarða stærðir út frá breytingum sem á þeim verða. Til dæmis gætum við þurft að reikna stöðu agnar útfrá hraða hennar og hröðun eða spá fólksfjölda útfrá fæðingar- og dánartölum. Það sem við viljum finna er óþekkt fall og það sem við þekkjum eru diffurkvótar fallsins. Jafna sem lýsir sambandi falls og diffurkvóta þess nefnist diffurjafna.


Dæmi af þessu tagi voru kveikjan að uppgötvun diffur- og heildisreiknings. Allir brautryðjendurnir, svo sem Newton (1642-1727), Leibnitz (1646-1716) og Bernoulli bræðurnir (1654-1705, 1667-1748), glímdu við diffurjöfnur í aflfræði, stjörnufræði og rúmfræði. Þeir og sporgöngumenn þeirra þróuðu smám saman allskonar sniðugar aðferðir til að leysa ákveðnar tegundir af diffurjöfnum sem oft höfðu mikla hagnýta þýðingu. Því miður hefur þó ekki reynst unnt að þróa aðferðir sem duga til að leysa allar diffurjöfnur og satt að segja eru þær flestar óleysanlegar! En þá koma tölvur til sögunnar því þær geta rakið lausnarferla annars óleysanlegra diffurjafna, en um það verður fjallað í næsta kafla.


Hæsti diffurkvóti í jöfnu ákveður stig diffurjöfnunnar. Í þessum kafla er fjallað um lausnir á fáeinum fyrsta og annars stigs diffurjöfnum. Markmiðið er að nemend​ur kynnist þeim hugsunarhætti sem liggur á bak við diffurjöfnur og lausnir þeirra og öðlist nokkra innsýn í eiginleika þeirra fyrirbæra sem lýst er með diffurjöfnum.

2.1  Diffurjöfnur af fyrsta stigi

Í diffurjöfnu af fyrsta stigi kemur fyrir óþekkt fall, sem venja er að tákna með y, og fyrsti diffurkvóti þess, y(. Almennt má rita slíka jöfnu 
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Nokkur dæmi eru jöfnurnar 
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. Tiltekið diffranlegt fall, 
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, er lausn á diffurjöfnu ef fallið og diffurkvóti þess uppfylla skilyrði diffurjöfnunnar.

Dæmi 2.1:  Lítum á diffurjöfnuna 
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Fallið 
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 er ein lausn á þessari diffurjöfnu. Það má sannreyna með því að setja fallið 
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Fleiri lausnir eru til á þessari jöfnu. Nánar tiltekið er hægt að sýna fram á að öll föll


[image: image11.wmf]x

e

k

y

2

×

=


(þar sem k er fasti) eru lausnir á diffurjöfnunni. Sannprófið þetta sjálf!

Diffurjöfnur leystar með heildun


Ýmsar gerðir af fyrsta stigs diffurjöfnum má leysa með gamalkunnum aðferðum úr diffur- og heildisreikningi. Einfalt dæmi eru diffurjöfnur þar sem diffurkvótinn er einvörðungu fall af x,
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Þær leysum við með heildun
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þar sem k er einhver fasti. Þetta er almenn lausn jöfnunnar. Til að ákvarða gildið á k þurfa upplýsingar um eitt fallgildi að fylgja diffurjöfnunni. Lausn sem þannig er fengin nefnist sérstök lausn diffurjöfnunnar.

Dæmi 2.2:  Gefin er diffurjafnan 
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og sérstök lausn sem uppfyllir skilyrðið 
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 finnst með innsetningu:
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Sérstaka lausnin sem inniheldur punktinn (0, 1) reynist því vera
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Athugum betur muninn á lausnunum í dæmi 2.2. Almenna lausnin er óteljandi fjöldi af samhliða sínusferlum, eins og sýnt er á mynd 2.1. Sérstaka lausnin er einn þessara ferla; sá sem fer gegnum punktinn (x, y) = (0, 1). Hann er dreginn með breiðri línu á myndinni.


Almennri lausn á fyrsta stigs diffurjöfnu fylgir að jafnaði einn fasti. Mismunandi gildi fastans leiða til fjölskyldu af ferlum og allir í fjölskyldunni koma til greina sem lausn á diffurjöfnunni. Með því að tiltaka eitt fallgildi 
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, venjulega nefnt upphafsskilyrði, verður einn ferill úr fjölskyldunni hin sérstaka lausn.

Aðskilnaður breytistærða

Yfirleitt er diffurkvótinn y( bæði fall af x og y og þá þarf að beita öðrum ráðum við lausn jöfnunnar. Stundum er þá hægt að umrita diffurjöfnuna þannig að hún verði leysanleg með heildun. Ein aðferð til slíkrar umritunar er aðskilnaður breytistærða. Henni má beita þegar hægt er að skipta fallinu 
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Með því að rita diffurkvótann sem
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er hægt að umrita diffurjöfnuna sem
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og leysa hana síðan með heildun


[image: image25.wmf]dx

x

P

dy

y

Q

 

)

(

 

)

(

1

ò

ò

=


Dæmi 2.3: Diffurjöfnuna 
[image: image26.wmf]y
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 er hægt að leysa með aðskilnaði breyti​stærða:
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Takið eftir því að bæði heildin gefa fasta, 
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, en aðeins einn fasti er í lausninni vegna þess að 
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Lausn jöfnunnar má líka rita
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og þá er greinilegt að hér er á ferðinni jafna hringferils með radíus k.

Hallasvið diffurjöfnu

Ein leið til að átta sig á almennri lausn og fjölskyldu lausnarferla hennar er að teikna mynd af hallasviði diffurjöfnunnar. Diffurjafnan segir okkur hver muni vera hallatala lausnarferils í öllum punktum (x, y) þar sem lausn er til á annað borð. Með því að reikna hallatöluna í allmörgum punktum og draga þar stutt strik með réttum halla fáum við hugmynd um lögun ferlanna sem mynda hina almennu lausn, án þess að þurfa að leysa jöfnuna!


Tökum til dæmis diffurjöfnuna
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sem var leyst í dæmi 2.3. Tafla 2.1 sýnir diffurkvóta (þ.e. hallatölur) lausnarferlanna í nokkrum punktum (x, y). Mynd 2.2 sýnir svo hallasvið teiknað eftir töflu 2.1.


Þegar upphafsgildi er þekkt fyrir lausnarferil, til að mynda (x, y) = (–3, 1), getum við nokkurn veginn rakið ferilinn eftir snertilhallanum á hverjum stað. Á mynd 2.2 kemur berlega í ljós að lausnarferlarnir eru sammiðja hringir. Þetta sjáum við án þess að leysa jöfnuna. Svona aðferðir eru einmitt notaðar þegar tölvur leita að tölulegum lausnum á diffurjöfnum. Frá því er sagt í kafla 3.


Ef við hins vegar höfum fundið almenna lausn á diffurjöfnu er upphafsskilyrðið notað til að finna sérstaka lausn. Það er sýnt er í dæmi 2.4.

Dæmi 2.4:  Hver er jafna ferils sem hefur hallatöluna 
[image: image33.wmf]2

2

y

x

 í punktinum (x, y) og fer gegnum punktinn (0, 3)? 


Halli ferilsins í tilteknum punkti er gefinn af diffurkvóta fallsins í þeim sama punkti. Diffurjafnan er því
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Almenna lausn er hægt að finna með aðskilnaði breytistærða:
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Upphafsskilyrði er að ferillinn fari gegnum punktinn (0, 3). Sú lausn fæst svona


[image: image36.wmf]9

0

3

27

=

+

=

k

k


og jafna ferilsins verður
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Línulegar diffurjöfnur

Sú gerð af diffurjöfnu sem unnt er að rita á forminu 
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nefnist línuleg diffurjafna af fyrsta stigi vegna þess að stuðlarnir 
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 tengja óþekkta fallið y og afleiðu þess 
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 með sama hætti og hnit í jöfnu beinnar línu eru tengd af stuðlum jöfnunnar.


Þegar 
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 (núll fyrir öll x) er hlutfalli y og y( allsstaðar eins háttað; það er þekkt fall af x
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og við segjum að jafnan sé einsleit. Lausn hennar ákvarðast eingöngu af þessu hlut​falli y og y( og önnur áhrif koma ekki við sögu.


Þegar 
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 stjórnast lausnin ekki af hlutfalli y og y( einu saman heldur koma líka til sögunnar áhrif 
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er sagt að sé hliðruð og 
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 er kallað uppspretta jöfnunnar.

Dæmi 2.5.  Hugsum okkur að heitur hlutur sé settur út í loft við frostmark. Hvernig er háttað kólnun hans? Samkvæmt lögmáli Newtons um kólnun hluta er hitalækkunin í réttu hlutfalli við hitamun hlutar og umhverfis
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þar sem k er fasti (kallaður varmaleiðni). Þetta er einsleit diffurjafna enda stjórnast hitalækkunin eingöngu af hitanum.

Látum nú þennan hlut hafa innbyggðan hitara. Diffurjafnan verður þá
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þar sem 
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 eru áhrif hitarans. Þetta er hliðruð diffurjafna og hitalækkunin ræðst bæði af hita hlutarins og áhrifum hitarans. Þegar diffurjafna lýsir kerfi af þessu tagi er 
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 oft nefnt inntak (input) og  y úttak (output) kerfisins.


Auðvelt er að finna almenna lausn á einsleitu jöfnunni í dæmi 2.5, til að mynda með aðskilnaði breytistærða, en hliðraða jafnan getur verið miklu erfiðari viðureign​ar. Þó eru til tvær reglur sem greiða oft leið í þeim vanda:

· Ef 
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 , einnig lausn á sömu diffurjöfnu.

· Ef 
[image: image55.wmf])

(

2

x

y

er sérstök lausn á hliðraðri diffurjöfnu, 
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 er almenn lausn á samsvarandi einsleitri diffurjöfnu,
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þá er summa þeirra, 
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, almenn lausn á hliðruðu diffurjöfnunni.

Fyrri regluna er auðvelt að prófa á sýnidæmunum hér á undan. Tvær lausnir svara til tveggja mismunandi fasta og samanlagt svara þær til nýs fasta, sbr. dæmi 2.3.


Seinni regla segir í raun að uppsprettan 
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 hafi sömu áhrif til hliðrunar á allar einsleitar lausnir. Þess vegna er nóg að reikna áhrif 
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 einu sinni og leggja við almenna lausn einsleitu jöfnunnar til að fá út almenna lausn fyrir hliðruðu jöfnuna.

Dæmi 2.6.  Hver er almenn lausn diffurjöfnunnar
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Almenn lausn einsleitu diffurjöfnunnar er
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Við gætum reynt að giska á einfalda margliðu sem væri lausn á hliðruðu jöfn​unni og reyndar er ein slík til, 
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og diffurjafnan verður
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Almenn lausn diffurjöfnunnar er því
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Dæmi 2.6 sýnir hvernig hægt er að leysa hliðraða línulega fyrsta stigs diffurjöfnu með því að leggja saman almenna lausn á samsvarandi einsleitri jöfnu og eina lausn á hliðruðu jöfnunni. Sama aðferð er notuð til að leysa línulegar diffurjöfnur af öllum stigum og er því mjög mikilvæg. Ennfremur skiptir máli, frá hagnýtu sjónarmiði, að gerður er greinarmunur á hegðun þess fyrirbæris sem diffurjafnan lýsir án ytri áhrifa (einsleit jafna) og undir áhrifum ytri afla (hliðruð jafna).


Við höfum nú skoðað aðferðir til að leysa nokkrar gerðir af fyrsta stigs diffur​jöfnum, m.a. jöfnur með aðskiljanlegum breytistærðum og línulegar diffurjöfnur. Ýmsar fleiri klókindalegar aðferðir hafa verið fundnar til að umrita diffurjöfnur af fyrsta stigi þannig að þær verði leysanlegar en við hirðum ekki frekar um það, enda ekki ætlun að leggja allar fyrsta stigs diffurjöfnur að velli í þessari stuttu kynningu.

2.2  Diffurjöfnur af öðru stigi

Jafna sem hægt er að rita á forminu
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er kölluð línuleg diffurjafna af öðru stigi. Við munum halda okkur við slíkar jöfnur í þessum kafla, en því fer auðvitað fjarri að allar annars stigs diffurjöfnur séu línu​legar. Af öllum hugsanlegum diffurjöfnum eru línulegar jöfnur aðeins lítill hópur, á sama hátt og beinar línur eru aðeins lítið brot af öllum þeim ferlum sem við getum látið okkur detta í hug. Línuleg hegðun er þó algeng í náttúrlegum fyrirbærum og línulegar diffurjöfnur hafa því mikið hagnýtt gildi.


Einföldustu gerð af línulegri annars stigs diffurjöfnu, 
[image: image69.wmf]0

)

(

º

x

P

 og 
[image: image70.wmf]0

)

(

º

x

Q

, er auðvelt að leysa með því að heilda tvisvar, eins og sýnt er í dæmi 2.7. 

Dæmi: 2.7: Finnum almenna lausn á annars stigs diffurjöfnunni


[image: image71.wmf]2

6

+

=

¢

¢

x

y


Með heildun beggja vegna við jafnaðarmerkið fæst
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og endurtekin heildun gefur 
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Eins og vænta mátti eru tveir óþekktir fastar í almennu lausninni. Til að ákvarða þá þarf tvö skilyrði, til að mynda ákveðin gildi á 
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. Slík skilyrði nefnast upphafsskilyrði fyrir diffurjöfnuna. Annar möguleiki er að tiltaka tvö fallgildi, 
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, sem lausnarferillinn þarf að fara gegnum. Slík skilyrði nefnast randskilyrði fyrir diffurjöfnuna og nánar er fjallað um þau í kafla 3.4.

Dæmi 2.8:  Finnum sérstaka lausn á diffurjöfnunni
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Almenn lausn jöfnunnar er samkvæmt dæmi 2.7
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Tvinntölulausnir á diffurjöfnu

Lítum á diffurjöfnuna
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Hvað um fallið 
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og sé stuðullinn við x negatíf tala verður fallið líka pósitíft við tvídiffrun
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Ef hins vegar stuðullinn við x er þvertala fær fallið mínus við tvídiffrun
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Kafla 1 lauk á reglu Eulers sem segir að föllin sínus og kósínus sé hægt að um​rita sem veldisföll með tvinntölu í veldisvísi
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Við sjáum af þessu að allar lausnir annars stigs diffurjöfnunnar 
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Diffurjöfnur með föstum stuðlum

Þegar línulegar annars stigs diffurjöfnur eru notaðar til að líkja eftir hegðun kerfa með fasta eiginleika, til dæmis rafrás með ákveðnum viðnámum, þéttum og spólum, þá verða stuðlarnir 
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Gefin er einsleit annars stigs diffurjafna með föstum stuðlum
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þar sem b og c eru rauntölur. Við reynum að leysa hana með fallinu 
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Þessu stingum við inn í diffurjöfnuna og fáum þá
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Vegna þess að 
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sem er kölluð kennijafna diffurjöfnunnar. Nú eru b og c þekktar stærðir en ( óþekkt, þannig að hér er hin gamalkunna annars stigs margliða á ferðinni. Rætur hennar eru
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Þetta gefur þrjá möguleika:
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sem eru samokatölur. Með því að nota reglu Eulers til að umrita veldisföll sem hornaföll verður lausn diffurjöfnunnar
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Athugið að þverhluti lausnarinnar hverfur vegna þess að rætur kennijöfnunnar eru samokatölur.
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og lausn diffurjöfnunnar verður 
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Dæmi 2.9:  Finnum lausn fyrir diffurjöfnuna
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sem fullnægir upphafsskilyrðunum 
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Þegar upphafsskilyrðin eru sett inn í almennu lausnina fást tvær jöfnur
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sem þýðir að 
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Ferill lausnarinnar er sýndur á mynd 2.3.
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Dæmi 2.10:  Finnum lausn fyrir diffurjöfnuna
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Þegar fyrra skilyrðið er sett inn í jöfnuna fæst
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Síðan er jafnan diffruð og seinna skilyrðið sett inn. Þá fæst
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Ferill þeirrar lausnar er sýndur á mynd 2.4.
[image: image187.wmf]Mynd 2.4 sýnir sínusfall sem

· sveiflast fjórum sinnum á bilinu [0, 2(] vegna áhrifa frá cos(4x) og sin(4x),

· hefur útslag 
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 vegna þess að sínus og kósínus eru hornréttir hvor á annan (þ.e. þeir eru sama fallið með 90°hliðrun) og útslagið er vektor-summa af útslagi þeirra beggja,

· er dempað af þættinum 
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· er hliðrað þannig að ferillinn byrjar ekki í (0, 0) vegna þess að það er ekki “hreint” sínusfall heldur blanda af sínus og kósínus.

Sveiflur af þessu tagi sjáum við hvarvetna í kringum okkur, til dæmis þegar rólu er ýtt af stað, hún sveiflast fram og til baka og stöðvast síðan smám saman. Dempunin er reyndar svo lítil fyrir róluna að sveiflurnar eru lengi að deyja út. Ef hins vegar dempunin er mjög mikil (við gætum hugsað okkur að rólan væri neðansjávar!) getur farið svo að rólan nái ekki að sveiflast heldur hnígi hægt í hvíldarstöðu. Diffurjafna sem lýsti því ástandi hefði stuðla sem gæfu tvær rauntölulausnir á kennijöfnunni og þá væru engin hornaföll í lausninni. Þannig passa saman stærðfræðin og veruleikinn.

Hliðraðar annars stigs diffurjöfnur

Um samband einsleitra og hliðraðra diffurjafna af öðru stigi gildir allt það sama og um diffurjöfnur af fyrsta stigi. Einsleita diffurjafnan
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lýsir hegðun kerfis án ytri áhrifa, en í hliðruðu diffurjöfnunni
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 fyrir ytri öfl sem raska jafnvægi kerfisins. Sem áður segir gæti mynd 2.4 sýnt hvernig sveiflur rólu deyja smám saman út þegar ekkert er gert til að halda henni á hreyfingu. Sé stöðugt ýtt á róluna til þess að halda henni á hreyfingu eru þau áhrif táknuð með 
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Ennfremur gildir sú regla sem áður hefur verið kynnt, að ef 
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Dæmi 2.11: Leysum diffurjöfnuna
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geti verið lausn á hliðruðu jöfnunni. Diffrun þess gefur
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Þegar þetta er sett inn í diffurjöfnuna fæst
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sem þýðir að 
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2.3  Æfingar

Diffurjöfnur af fyrsta stigi

1.  Finnið almenna lausn á diffurjöfnunni og finnið síðan sérstakar lausnir sem fara gegnum tilteknu punktana. Notið forrit á vefsíðum til að teikna hallasvið jöfnunnar og lausnarferilinn.
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(0,1),   (1,1)   og   (1,e–1)

2.  Leysið diffurjöfnuna og notið forrit á vefsíðum til að teikna hallasvið jöfnunnar og lausnarferilinn.
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3.  Tankur inniheldur 100 lítra af saltlausn og er styrkur hennar 5 g af salti í hverj​um lítra. Í tankinn streyma 5 lítrar á mínútu af saltlausn með styrkleikanum 4 g af salti í lítra og úr honum streyma 5 lítrar á mínútu af vel blandaðri lausn (þ.e. það er hrært mjög vel í tanknum og öll lausnin hefur því ætíð sama saltstyrk).

a) Finnið hversu mikið saltmagn er í tanknum á hverjum tíma.

b) Eftir hve langan tíma eru 450 g af salti í tanknum?

Diffurjöfnur af öðru stigi

4. Einsleitu jöfnurnar hér fyrir neðan lýsir kerfi án dempunar þar sem y er hliðrun kerfisins úr jafnvægisstöðu og 
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-liðurinn lýsir kraftinum sem leitast við að færa kerfið í jafnvægisstöðu. Liðurinn hægra megin við jafnaðarmerkið lýsir síðan utanaðkomandi krafti sem færir kerfið stöðugt úr jafnvægi.


Finnið almenna lausn á diffurjöfnunum og finnið síðan sérstaka lausn sem fer gegnum punktinn (0,1) og hefur þar hallatöluna 1. Teiknið þessa ferla saman á línurit og útskýrið þá í orðum.
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5.  Dempun kerfis er yfirleitt í hlutfalli við breytingar þess, þ.e. 
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-liðurinn lýsir dempuninni. Kerfi sem er svo lítið dempað að það sveiflast er kallað undirdemp​að, kerfi sem er svo mikið dempað að það sveiflast alls ekki neitt er yfirdempað og markalínan þarna á milli er nefnd krítísk dempun. Á markalínunni þar á milli hefur kennijafna diffurjöfnunnar tvöfalda rót.


Finnið almenna lausn á diffurjöfnunum og finnið síðan sérstaka lausn sem fer gegnum punktinn (0,1) og hefur þar hallatöluna 1. Teiknið þessa ferla saman á línurit og útskýrið þá í orðum. (Vísbending: Athugið sýnidæmi 2.11.)
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6. Leysið diffurjöfnurnar og finnið lausnir sem uppfylla upphafsskilyrðin:
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Tafla 2.1.  Diffurkvótinn � EMBED Equation.2  ��� reiknaður fyrir nokkur (x, y) hnit. Reiknuðu gildin eru notuð á mynd 2.2 til að teikna hallasviðið.














Mynd 2.1.  Nokkrir úr fjölskyldu lausnarferla fyrir diffurjöfnuna � EMBED Equation.2  ���. Breiði ferill�inn fullnægir upphafsskilyrðinu y(0) = 1.
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Mynd 2.3.  Ferillinn � EMBED Equation.2  ��� á bilinu milli –1 og 2. Fyrri liðurinn ræður meiru meðan x er lágt og fallið fer vaxandi, en við � EMBED Equation.2  ��� verður seinni liður�inn stærri og fallið fer hratt minnkandi.


















































Mynd 2.4.  Heildregin lína sýnir ferilinn 


� EMBED Equation.2  ���


á bilinu 0 til 2(. Brotin lína sýnir fallið � EMBED Equation.2  ��� á sama bili.








Mynd 2.2.  Hallasvið diffurjöfnunnar � EMBED Equation.2  ��� teiknað eftir töflu 2.1. Sömu teikningu má auðveldlega gera með forriti á vefsíðunum sem fylgja þessari bók.
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