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Kafli 4

Fylkjareikningur

Fylkjareikningur í núverandi mynd varð að mestu leyti til á síðustu öld, þótt sumt sé nokkuð eldra. Snemma á þessari öld tók fylkjaritháttur að ryðja sér til rúms í hag​nýttri stærðfræði og með tilkomu tölvanna varð línuleg algebra, en svo nefnast fræðin um vektora og fylki einu nafni, ómissandi verkfæri í vísindalegum reikning​um. Í sameiningu hafa tölvur og línuleg algebra haft mest áhrif á þróun hagnýttrar stærðfræði í vísindum og verkfræði síðastliðinn aldarfjórðung og varla eru öll kurl enn komin til grafar.


Algebru eða bókstafareikning nefnum við rithátt og ritreglur sem leyfa okkur að fást við tölur án þess að tiltaka sérstaklega hvaða tölur það eru. Við gerum reikning​ana síðan ennþá almennari með því að rita heilu jöfnurnar með fallarithætti; P(x) táknar þá til dæmis margliðu, ótiltekið af hvaða stigi eða með hversu marga liði. Á sama hátt leyfir fylkjareikningurinn okkur að gera viðfangsefnið enn almennara. Stórt hneppi af margliðujöfnum má draga saman í einfalda fylkjajöfnu, 
[image: image132.png]


, og við höfum á takteinum reiknireglur sem leyfa okkur að rita lausn jöfnunnar án þess að hirða um það hvaða margliðujöfnur nákvæmlega eru hér á ferð. 

4.1.  Vektor

Oft snúast reikningar um runur af tölum sem eiga eitthvað sameiginlegt, til dæmis einkunnir á samræmdum prófum, hnit punkta á línuriti eða dagleg úrkoma á veður​athugunarstöð. Þá er oft þægilegt að grípa til þess sem í stærðfræði er nefnt vektor​reikningur og lesendur hafa væntanlega áður kynnst. Við skulum stuttlega rifja upp helstu atriði varðandi vektora.


Vektor er röð talna, sem nefnast hnit hans, en fjöldi þeirra er vídd hans. Þannig er (2, 3, 4, 5) dæmi um fjórvíðan vektor með hnitin 2, 3, 4 og 5. Talan 2 er fyrsta hnit hans, en 5 er fjórða hnit hans. n-víður vektor er ýmist ritaður
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og nefndur línuvektor eða dálkvektor eftir því hvort hnit hans eru rituð lárétt eða  lóðrétt. Vektorar eru oft auðkenndir frá venjulegum talnagildum með feitletrun, a, yfirstrikuðum bókstaf, 
[image: image3.wmf]a

, eða með pílu, 
[image: image4.wmf]a

r

. Hér verður notuð píla.

Samlagning og margföldun með tölu

Ef tveir vektorar hafa sömu vídd (jafnmörg hnit) er hægt að leggja þá saman þannig að lögð eru saman hnit með sama númeri:
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Þessa samlagningu má líka rita  
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Dæmi um samlagningu vektora:

(5, 3, –4, 2) + (3, –1, 9, 7) = (8, 2, 5, 9)

Vektor má margfalda með tölu k þannig að hvert hnit hans er margfaldað með k:
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Dæmi um margföldun vektors með tölu:

3·(2, 3, 4) = (6, 9, 12)

Frádráttur má nú skilgreina sem blöndu af samlagningu og margföldun
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og því er

(5, 3, –4, 2) – (3, –1, 9, 7) = (2, 4, –13, –5)

Dæmi 4.1:  Gefnir eru tveir vektorar,  
[image: image11.wmf])
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Innfeldi og lengd

Í stað margföldunar tveggja jafnvíðra vektora kemur innföldun þeirra. Hún er þannig framkvæmd að reiknuð er summan af margfeldi hnita með sama númeri. Athugið að innfeldi tveggja vektora er tala en ekki vektor.
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Lengd vektors 
[image: image15.wmf]a

r

er skilgreind sem kvaðratrót af innfeldi hans við sjálfan sig og táknuð með 
[image: image16.wmf]a
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 eða bara a.
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Á mynd 4.1 er þessi regla sýnd í tvívíðu hnitakerfi og þá sést að þarna er á ferðinni regla Pýþagórasar. Skilgreiningin hér fyrir ofan gefur því venjulega lengd vektora í tvívíðu og þrívíðu rúmi, en útfærir hugtakið jafnframt fyrir fleiri víddir.


Þegar vektor er margfaldaður með tölu er það lengd hans sem vex:
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Ef tveir vektorar eru þannig að annan má skrifa sem margföldun hins með tölu,
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segjum við að vektorarnir séu samsíða. Ef k er jákvæð tala eru vektorarnir auk þess samstefna. Innfeldi tveggja samstefna vektora er margfeldi af lengdum þeirra:


[image: image20.wmf]b

a

b

b

k

b

k

b

b

k

b

a

r

r

r

r

r

r

r

r

r

×

=

×

×

=

×

=

×

×

=

×

2


Ef k er neikvæð tala hafa vektorarnir andstæða stefnu og innfeldi þeirra er neikvætt:
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Innfeldi vektora sem ekki eru samsíða liggur þarna á milli. Í tvívíðri og þrívíðri rúm​fræði má nota þetta til að finna horn θ á milli vektora samkvæmt reglunni
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og hugtakið horn milli vektora er hiklaust notað þótt vektorarnir hafi fleiri en þrjár víddir. Á sama hátt er sagt að tveir n-víðir vektorar séu hornréttir hvor á annan ef innfeldi þeirra er núll.

Dæmi 4.2. Gefnir eru þrír vektorar, 
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. Innfeldi þeirra eru
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Greinilegt er að 
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 og 
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 eru samstefna og hornréttir á 
[image: image29.wmf]b

r

. Lengdir vektoranna eru
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og innfeldi 
[image: image31.wmf]a

r

 og 
[image: image32.wmf]c

r

 er því jafnt margfeldi lengda þeirra.

4.2.  Fylki

Stundum þurfum við að fást við talnarunur sem eðlilegast er að raða í töflur, í línur og dálka. Sem dæmi má nefna einkunnir heils bekkjar á samræmdum prófum, einn nemandi í hverri línu og ein námsgrein í hverjum dálk. Við gætum tekið hverja línu eða hvern dálk sem sjálfstæðan vektor, en oft er hentugra að líta á töfluna sem fylki.


Tafla með m línum og n dálkum er kölluð m×n-fylki. Hér verða öll fylki táknuð með feitletruðum upphafsstaf. Stökin í fylkinu eru númeruð eins og hér er sýnt:
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Stundum er hentugt að líta á svona fylki sem n dálkvektora af vídd m og rita það
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og eins má að sjálfsögðu líta á það sem m dálkvektora af vídd n. Loks getur verið þægilegt að rita fylkið með því að vísa í númeruð stök þess:
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Samlagning og margföldun með tölu

Tvö m×n fylki eru lögð saman með því að leggja saman tölurnar í tilsvarandi reitum. Ef A og B eru tvö m×n fylki
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Ljóst er að víxlreglan gildir um samlagningu fylkja þar sem hún gildir um samlagn​ingu stakanna:
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Á sama hátt má sýna fram á að tengireglan gildir um samlagningu fylkja.


Fylki er margfaldað með tölunni k á þann hátt að talan í hverjum reit fylkisins er margfölduð með k.  Þannig er




Frádráttur eins m×n fylkis B frá öðru m×n fylki A er nú skilgreindur svona:




Dæmi 4.3.  Gefin eru tvö fylki
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Margföldun fylkja

Margföldun tveggja fylkja er fólgin í innföldun línuvektora fyrra fylkisins og dálk​vektora seinna fylkisins. Reglan er:

Lína margfaldar dálk.

Tvö fylki er því hægt að margfalda saman ef  dálkafjöldinn í því fyrra er sá sami og línufjöldinn í því síðara. Látum A vera m×q-fylki og B vera q×n–fylki og fylkið C vera margfeldi þeirra, 
[image: image44.wmf]B
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. Þá er C m×n fylki og stök þess eru 
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Með öðrum orðum er stakið 
[image: image45.wmf]ij

c

 innfeldi línuvektors i úr A og dálkvektors j úr B. Þetta er sýnt á  mynd 4.2

Dæmi 4.4:  Látum fylkin A og B vera 
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A er 2×3-fylki og B er 3×2-fylki, þannig að A·B verður 2×2-fylki
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sem er svona reiknað:
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Einnig væri hægt að mynda fylkið B·A, sem er 3×3-fylki og lítur svona út:
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Dæmi 4.5:  Gefin eru tvö fylki A og B
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Stærð fylkisins A er 3×5 en B er 5×2 fylki. Hægt er að margfalda A·B og stærð fylkisins sem kemur út er 
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Margföldunin B·A er hinsvegar ekki framkvæmanleg því fjöldi dálka í B er ekki sá sami og fjöldi lína í A.

4.3.  Mengi 2×2-fylkja

Hér að framan voru fylki skilgreind og sýnt hvernig reikniaðgerðirnar samlagning og margföldun eru skilgreindar fyrir þau. Nú verður fjallað um nokkra eiginleika fylkja og sýnt hvernig fylkjajöfnur eru skilgreindar og leystar. Til að létta okkur lífið er sú umfjöllun takmörkuð við 2×2-fylki, auk dálkavektoranna (sem eru raunar 2×1-fylki) og línuvektoranna (sem eru 1×2-fylki). Í næsta kafla eru síðan sömu atriði reifuð fyrir stærri fylki.

Víxlregla og tengiregla

Í dæmi 4.5 leyfði stærð fylkjanna ekki að þeim væri víxlað í margföldun, en sú tak​mörkun nær auðvitað ekki til margföldunar 2×2 fylkja. Víxlreglan gildir hins vegar ekki almennt fyrir margföldun svo sem sést af
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Tengireglan gildir aftur á móti svo sem þeir geta sannfært sig um sem hafa þolin​mæði til að reikna margfeldin
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Hlutleysa og andhverfa


Mengi allra 2×2-fylkja er sagt að sé lokað gagnvart aðgerðinni margföldun, því margföldun tveggja slíkra fylkja gefur fylki úr sama mengi. Eitt þessara fylkja,
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er hlutleysa í margföldun, sem þýðir að fylki standa óbreytt eftir margföldun með I. Það sést ef við veljum eitthvert fylki A þannig að
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Margföldunin gengur þá svona til:
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Sama gildir þótt röð fylkjanna sé víxlað eins og lesandinn getur auðveldlega sann​reynt. Með öðrum orðum gildir um hlutlausa fylkið I að

A·I = I·A = A
Deiling er ekki skilgreind fyrir fylki en hins vegar er oft hægt að finna margföldunar-andhverfu sem kemur í sama stað niður. Látum A vera fylki og A–1 vera andhverfu þess. Þá gildir að 

A–1·A = I

Dæmi um slík fylki eru 
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Margfeldi þeirra er
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Fylkjajöfnur

Nú er komið að því að skoða hvernig hvernig hneppi af jöfnum er leyst með aðferð​um fylkjareiknings. Þetta er eitt af þeim atriðum sem gera fylkjareikning mikilvægan í hagnýttri stærðfræði. Tökum til dæmis jöfnurnar
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Á fylkjaformi má rita þær
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Nú eru báðar hliðar jöfnunnar margfaldaðar frá vinstri með andhverfu 2×2 fylkisins og útkoman síðan einfölduð:
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Á algebruformi getum við ritað þessa lausnaraðferð svona:
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Þetta kann að virðast nokkuð flókin leið til að leysa saman tvær jöfnur, en kosturinn er sá að með samskonar fylkjareikningi er hægt að leysa miklu stærri jöfnuhneppi. Vandinn er fólginn í því að finna andhverfu stuðlafylkisins, ef hún er til. Auðvelt er að ganga úr skugga um hvort 2×2 fylki eigi sér andhverfu og finna hver hún er, ef hún er til. Andhverfur stærri fylkja eru hins vegar ekki auðveldar viðureignar og best er að láta tölvur um að finna þær. 

Andhverfa og ákveða
Sem fyrr segir eru þessi fylki andhverf:
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Lítum á almenn fylki með sömu sætaskiptingum:
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Stökin a og d hafa skipt um sæti en c og b hafa skipt um formerki, sem leiðir til þess að línuvektorar fyrra fylkisins eru hornréttir á dálkvektora seinna fylkisins. Það tryggir tvö núll-stök í margföldun fylkjanna:
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Hin tvö stökin (svonefnd hornalínustök) fá gildin
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Þá er ljóst að til þess að útkoman úr margföldun A og B verði hlutleysa, með gildið einn á hornalínunni, þarf að deila í margfeldið með tölunni ad – bc. Með öðrum orðum eru A og andhverfa þess A–1 
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Talan ad – bc nefnist ákveða fylkisins A. Ef hún er núll er engin andhverfa til fyrir fylkið og engin lausn til á fylkjajöfnunni
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Hvað þýðir það fyrir lausn á jöfnuneppinu sem fylkjajafnan stendur fyrir? Nánari athugun (sem lesandanum er látin eftir) sýnir að ef ákveðan er núll hefur verið hægt að skrifa aðra jöfnuna sem margfeldi af hinni og engin lausn er til á jöfnuhneppinu. Lítum til dæmis á jöfnuhneppið
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sem engin lausn er á vegna þess að þetta er í rauninni sama jafnan rituð tvisvar sinnum. Stuðlafylki jöfnuhneppisins er 
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og ákveða þess er 2·6 - 3·4 = 0 sem segir að engin lausn sé á jöfnunni.


Á ensku (og fleiri málum) nefnist ákveða determinant og ákveða fylkisins
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er gjarnan rituð det A. Annar algengur ritháttur fyrir ákveðuna er


[image: image76.wmf]22

21

12

11

a

a

a

a


þar sem notuð eru þverstrik eins og til að tákna lengd vektors eða algildi tölu.

Dæmi 4.6:  Finnum fylkin X og Y af eftirfarandi jöfnum
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Styttum mál okkar með því að tákna margföldunarfylkin með bókstöfum
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og ritum síðan jöfnurnar

A·X = B    og    Y·A = B
þannig að lausnir fylkjajafnanna eru



    og    


Ákveða og andhverfa fylkisins A eru 
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4.5.  n×n-fylki

Það sem að framan var sagt um 2×2 fylkin má yfir færa á 3×3 fylki, 4×4 fylki, og svo framvegis. Hlutleysa í mengi n×n fylkja (svonefndra ferningsfylkja þar sem línur eru jafnmargar dálkum) hefur gildið 1 á hornalínunni en annars staðar 0. Öll ferningsfylki hafa ákveðu og gildi hennar gefur sömu upplýsingar um lausnir n-víðrar fylkjajöfnu og rakið var hér að framan fyrir n = 2. Sé det A = 0 hefur A enga margföldunarandhverfu, en sé hún til má leysa fylkjajöfnuna með því að margfalda með henni beggja vegna jafnaðarmerkisins. Hlutleysa, ákveða og andhverfa eru ekki til nema fyrir ferningsfylki.

Dæmi 4.7:  Leysum með fylkjamargföldun jöfnuhneppið
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Við ritum jöfnuhneppið svona
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Í stað þess að reikna ákveðu og andhverfu A í höndunum notum við eitthvert tölvuforrit, til að mynda Excel eða Derive. Þá fæst að 

 þannig að til er lausn á jöfnunni. Framhaldið verður svona:
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og síðan
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4.6.  Að bylta fylkjum

Sagt er að fylki sé bylt þegar dálkar þess eru ritaðir sem línur (en línur þess verða þá sjálfkrafa að dálkum). Fylkið sem fæst við að bylta A er táknað með AT (bók​stafurinn T stendur fyrir transpose). Eitt dæmi er
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Sé A m×n-fylki þá er AT n×m-fylki og þar með er margföldunin AT·A möguleg og niðurstaða hennar n×n-fylki. Sömuleiðis er margföldunin A·AT möguleg og niður​staða hennar m×m-fylki. Tökum dæmi:

Ef 

 þá er 

,



 og 


Veitið því athygli hvernig tölurnar í fylkinu AT·A eru innfeldi dálkavektoranna í A, en tölurnar í fylkinu A·AT eru innfeldi línuvektoranna í A.


Þar sem innföldun vektora er víxlin aðgerð eru þessi síðastnefndu tvö fylki ætíð samloka um aðalhornalínu sína (þ.e. hornalínuna til hægri og niður). Tölurnar í aðalhornalínum þessara fylkja eru innfeldi dálkavektoranna (línuvektoranna) í fylk​inu A með sjálfum sér, þ.e. annað veldið af lengdum þeirra.

4.7.  Fylkjareikningur með Excel

Þegar við notum fylkjareikning til að fást við raunverulegar tölur, fremur en óþekkt​ar stærðir, verða reikningarnir fljótt óþolandi viðamiklir þótt reiknireglurnar séu í sjálfu sér einfaldar. Þar koma tölvurnar okkur til bjargar, og það er lítil ástæða til að nemendur eyði tíma sínum í vinnu sem auðvelt er að láta tölvur annast. Einfalda fylkjareikninga er ágætt að gera í Excel, en það er þó galli að geta ekki notað venju​lega fylkjaalgebru þegar formúlur eru ritaðar. Ýmis önnur forrit eru öflugri að þessu leiti, til dæmis Derive, MathCad, MatLab og Mathematica. Þeir sem hafa aðgang að einhverju þeirra ættu að gefa sér tíma til að kynnast forritinu og möguleikum þess.


Línur og dálka í Excel er hægt að fara með sem vektora og ferhyrnd svæði má fara með sem fylki. Samlagning og frádráttur eru táknuð með + og (, en þrennt þarf að athuga:

· Ekki er hægt að leggja saman dálk og línu, einungis dálk + dálk eða línu + línu.

· Lýsa þarf upp hæfilega stórt svæði fyrir útkomuna.

· Innslætti formúlu þarf að ljúka með Shift-Ctrl-Enter til að Excel viti að um vektorareikning er að ræða.


Tökum sem dæmi samlagningu tveggja 3(3 fylkja sem eru í töflureitunum A1:C3 og E1:G3. Þá eru 3(3 töflureitir fyrst lýstir upp og síðan rituð formúlan

=A1:C3+E1:G3
og síðan er ýtt á Shift-Ctrl-Enter. Útkoman birtist þá á upplýsta svæðinu.


Skipunin MMULT() er notuð til að reikna innfeldi vektora og margfalda saman fylki. Helstu skipanir aðrar eru:

· Ákveða fylkis er reiknuð með MDETERM().

· Fylki er bylt með TRANSPOSE. Einnig er hægt að bylta fylki með því að lýsa það upp, velja Copy, lýsa upp hæfilega stórt svæði fyrir bylta fylkið og velja Paste special  Transpose.

· Andhverfa fylkis er reiknuð með MINVERSE.

Lítum á dæmi 4.7. Látum töflureitina A1:C3 geyma fylkið A og vektorinn q vera í reitunum E1:E3. Ákveðan det(A) finnst með formúlunni =MDETERM(A1:C3) og andhverfan A-1 með =MINVERSE(A1:C3). Lausn jöfnunnar má rita í einu lagi

=MMULT(MINVERSE(A1:C3);E1:E3)
4.8.  Æfingar

Vektorar og 2×2-fylki

1.  Gefnir eru vektorarnir 
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2.  Skrifið upp 1×2-fylki, 2×1-fylki, 3×2-fylki, 2×3-fylki, eitt af hverri tegund.

3.  Gefnir eru vektorarnir 
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4.  Reiknið
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5.  Reiknið
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6.  Finnið andhverf fylki eftirtalinna fylkja og reiknið ákveður allra fylkjanna:
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7.  Finnið með fylkjareikningi lausnir beggja jöfnuhneppanna
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Fylki stærri en 2×2

8.
Reiknið 
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9.
Sannið að fylkið 
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 sé margföldunarhlutleysa í mengi 3×3 fylkja.

10. Reiknið 
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11. Finnið 3×3 fylkin X og Y út frá jöfnunum 
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12. Finnið óþekktu stærðirnar í jöfnuhneppinu
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13. Gefið er fylkið 
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Finnið fylkin AT, AT·A, A·AT.
Fylkjareikningur með tölvu

14.  Látum 
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15.  Látum 
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16.  Notið Excel til að leysa jöfnuhneppið
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Mynd 4.1.  Regla Pýþagórasar segir að  � EMBED Equation.3  ���  eða  � EMBED Equation.3  ���











Mynd 4.2.  Margföldun tveggja fylkja er innfeldi línuvektora fyrra fylkisins og dálkvektora seinna fylkisins. Hér sést hvernig línuvektor 2 og dálkvektor 3 mynda stak númer 2,3.
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