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Kafli 5

Notkun fylkjareiknings

Fylkjareikningur skýtur víða upp kollinum í hagnýtri stærðfræði og sér í lagi er hann ómissandi þegar tölvur koma í spilið. Af mörgu er því að taka þegar kynna skal notkun fylkjareiknings við lausn hagnýtra vandamála, en tvennt verður hér fyrir valinu: yfirákvörðuð jöfnuhneppi og línulegar varpanir.


Í kafla 4 var fylkjareikningur notaður til að finna lausnir á jöfnuhneppum með nákvæmlega eina lausn, þ.e. n jöfnum með n óþekktum stærðum. Slík dæmi hafa nemendur reyndar leyst í höndunum síðan í grunnskóla, þó n hafi sjaldan verið hærra en 2 og væntanlega aldrei hærra en 3 eða 4. Yfirákvörðuð jöfnuhneppi eru hins vegar þannig vaxin að ekki er til nein lausn sem uppfyllir allar jöfnurnar og við verðum að láta duga að finna skástu lausnina! Þetta er dálítið á skjön við það sem nemendur hafa átt að venjast í kennslubókum til þessa, en líkist meira lífinu utan veggja skólastofunnar.


Línulegar varpanir er umfangsmikil grein innan stærðfræðinnar og hér er aðeins hægt að drepa á nokkur aðalatriði, en samt ætti þessi stutta kynning að gefa nem​endum hugmynd um það hvernig fylkjareikningi er beitt í margvíðri rúmfræði. Sér í lagi geta áhugasamir nemendur öðlast innsýn í það hvernig þrívíddarmyndir eru höndlaðar í tölvuleikjum og tölvuteiknuðum myndum, til dæmis í kvikmyndinni Júragarðurinn.

5.1.  Yfirákvörðuð jöfnuhneppi

Línuleg jöfnuhneppi nefnast yfirákvörðuð ef óþekktu stærðirnar eru færri en jöfn​urnar. Einfaldasta dæmið er því tvær jöfnur með einni óþekktri stærð. Við byrjum á að leysa slíkt dæmi með þeim aðferðum sem okkur eru kunnar úr vektorareikningi.

Dæmi 5.1:  Hvaða gildi á t kemst næst því að fullnægja báðum jöfnunum, 

4·t = 5   og   3·t = 10?

Við ritum jöfnurnar á vektorformi,


[image: image171.png]



og spyrjum um það gildi á t, sem kemst næst því að gera báðar hliðar jöfn​unar jafnstórar, þ.e. gerir mismun þeirra minnstan. Mismunurinn er vektor​stærðin
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sem oft er kallaður skekkjuvektor og við leitum að því gildi á t sem gerir lengd hans sem minnsta. Af mynd 5.1 er [image: image1.wmf]÷
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ljóst að það gerist þegar vektorinn 
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 er hornréttur á vektorinn (4,3) en til þess að 
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 sé hornréttur á (4,3) þarf þegar innfeldi þeirra að vera 0
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og með því að rita 
[image: image6.wmf]q
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 sem mismun uppgefnu vektoranna fæst vektorjafna þar sem t er óþekkta stærðin:
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Útkoman úr þeirri jöfnu er 25t-50 = 0 eða t = 2 og það er sú tala sem kemst næst því að uppfylla báðar jöfnurnar. Skekkjuvektorinn er 
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og lengd hans er 5.

Almennt má leysa yfirákvörðuð dæmi með því að skilgreina skekkjuvektor og leita að þeirri lausn sem lágmarkar hann. Áður en lengra er haldið skulum við samt skipta um rithátt og nota fylki í stað vektora því það einfaldar málið. Við sýnum það með því að leysa aftur dæmi 5.1 með fylkjareikningi:

Dæmi 5.1b:  Hvaða gildi á t kemst næst því að fullnægja báðum jöfnunum, 4·t = 5 og3·t=10? Setjum
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og leysum fylkjajöfnuna
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þar sem t er reyndar einvíður vektor (þ.e. rauntala) og væri venjulega ekki táknaður með ofanritaðri ör, en hér er það gert til að halda samhengi í rithætti fylkjareiknings. Við byrjum á að margfalda með AT beggja vegna jöfnunnar til að fá ferningsfylki vinstra megin:
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Athugið að þetta er sama jafna og vektorjafnan í undanfarandi dæmi, þótt útleiðslan sé með öðrum hætti. Síðan finnum andhverfu ferningsfylkisins, 
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, og leysum dæmið svona:
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Þá er lausnin komin og við ljúkum dæminu með því að setja inn tölur:
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Fylkjajafnan


[image: image15.wmf](

)

p

t

r

r

×

×

×

=

-

T

1

T

A

A

A


er almenn aðferð til að leysa yfirákvörðuð jöfnuhneppi. Vandinn er fólginn í því að finna andhverfu ferningsfylkisins, 
[image: image16.wmf]A
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, en það getur verið þrautin þyngri þegar um stór fylki er að ræða. Lítum næst á dæmi með tveimur óþekktum stærðum.

Dæmi 5.2:  Hvaða gildi á s og t komast næst því að uppfylla jöfnurnar
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Setjum
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og ritum jöfnurnar síðan á fylkjaformi:
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Lausn þessarar fylkjajöfnu finnst með hinni almennu aðferð
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og framhaldið verður því á þessa leið:
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Þegar þessi besta (eða skásta!) lausn hefur verið fundin er hægt að skoða hversu langt hún liggur frá fullkominni lausn (þar sem s og t myndu uppfylla allar þrjár jöfnurnar). Skekkjuvektorinn er fundinn svona:
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og lengd hans er 
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Besta lausnin er fundin með því að velja 
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 þannig að 
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 verði sem næst 
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 og skekkjan er frávik 
[image: image28.wmf]p

r

 frá 
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. Í þessu er fólginn ákveðinn munur á afstöðu til stuðlanna í A og 
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. Við gerum ráð fyrir því að stuðlarnir í A séu réttir og hugsanleg skekkja sé fólgin í stuðlum 
[image: image31.wmf]p

r

. Þetta verður best skýrt með dæmi.

Dæmi 5.3:  Flestir nemendur kannast við það vandamál að eiga að finna stuðla fyrir jöfnu beinnar línu gegnum nokkra dreifða punkta sem ekki liggja á beinni línu. Það gætu til að mynda verið niðurstöður úr endurteknum mælingum í eðlisfræðitilraun og nú þarf að draga bestu beina línu gegnum punktasafnið. Hvaða lína fer t.d. næst því að ganga gegnum punktana (–2,5), (0,3), (1,1), (3,0), (4,–1), sem sýndir eru á mynd 5.2?

Líking línu er  sx + t = y  þar sem s er hallatalan en t skurðpunkturinn við y-ásinn. Við leitum því á sama hátt og áður að bestu lausn á jöfnuhneppinu
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Ritum fylkin 
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Fylkjajafnan er þá rituð 
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 og lausn hennar er
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þannig að jafna bestu línu er
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Skekkjuvektorinn verður
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og lengd hans er 
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Stöldrum nú aðeins við og hugleiðum eftirfarandi spurningu: Í hvaða skilningi er línan í dæmi 5.3 besta línan gegnum punktasafnið? Skekkjuvektorinn er einvörðungu reiknaður út frá y-gildunum, þannig að x-gildin eru lögð til grundvallar og leitað að þeirri lausn þar sem fráviksvektor y-gildanna er stystur. Lítum á einn punktinn, 
[image: image39.wmf])
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. Reikningarnir hér að framan taka ekki mið af fjarlægð þessa punkts frá bestu línunni, mælt hornrétt á línuna, heldur frávik punktsins 
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, mælt samsíða y-ásnum. Stundum er sagt að x-gildin séu óháð breytistærð (og væntanlega nákvæmlega þekkt) en y-gildin séu háð breytistærð og í þeim sé einhver mæliskekkja sem við erum að reyna að horfa framhjá með því að draga beina línu gegnum punktadreifina. Lengd skekkjuvektorsins gefur þá upplýsingar um stærð þessarar mæliskekkju.


Hvaða útkoma fengist ef dæminu væri stillt upp til að finna bestu línuna miðað við fjarlægð punktanna 
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 frá henni, mælt hornrétt á hana? Sama útkoma! Það verður ljóst með því að íhuga að hornið milli línu samsíða y-ásnum og línu hornrétt á bestu línuna er hið sama fyrir alla punktana, Hlutfallsleg lengd skekkjuvektora með þessar stefnur er því föst og stysti skekkjuvektor eftir annarri stefnunni samsvarar stysta skekkjuvektor eftir hinni.


Lengd skekkjuvektorsins er sem fyrr segir mælikvarði á stærð mæliskekkjunnar. Rifjum upp að lengd vektora er fundin með því að draga kvaðratrót af summu kvaðrata staka þeirra,
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Því er oft sagt að sá ferill, sem hefur stysta skekkjuvektor frá punktasafni, falli best að punktunum í skilningi minnstu kvaðrata, á ensku nefnt least squares fit.

Dæmi 5.4:  Finnum jöfnu bestu línu gegnum  n  punkta 
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Látum jöfnu beinu línunnar vera  sx + t = y  og ritum fylkin 
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Reiknum svo andhverfu ferningfylkisins
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reiknum innfeldi AT og 
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og fáum þá niðurstöðuna
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Þetta eru svokallaðar normal jöfnur fyrir stuðla beinnar línu gegnum punktasafn.

Lítum að lokum á það hvernig þriðja stigs margliða er felld að punktasafni með ofangreindri aðferð minnstu kvaðrata. 

Dæmi 5.5:  Hvaða þriðja stigs margliða fellur best að punktunum (–3,–1), (–2,9),      (–1,5), (1,–3), (2,–7), (5,8)?

Jafna margliðunnar er 
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 og jöfnuhneppið lítur svona út:
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Með því að setja upp fylkin
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fæst minnstu-kvaðrata lausn með sama hætti og áður:
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Þessa reikninga er líka hægt að framkvæma í Excel og láta forritið bæði reikna og teikna besta feril gegnum punktana. Fyrst eru x- og y-gildin sleginn í tvo dálka hlið við hlið. Dálkarnir eru síðan lýstir upp og XY línurit valið í ChartWizard. Þegar punktarnir hafa birst í línuriti er tvísmellt á einn þeirra til að velja þá alla. Með hægri músarhnapp veljum við Insert Trendline og kjósum þar Polynomial og Order 3. Þá birtist ferill þriðja stigs fjölliðu á skjánum eins og sýnt er á mynd 5.3.

Til að sjá stuðla fjölliðunnar sem Excel hefur fundið Veljum við Insert Trendline, skoðum Options svuntuna og merkjum þar við Display equation. 

Margvíslegir aðrir möguleikar eru í boði varðandi þá ferla sem Excel fellir eru að punktasöfnum og útlit línuritanna og forritið býður upp á góða hjálp. Notið hana!

5.2.  Línulegar varpanir

Látum 
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 vera tvo n-víða vektora í sama hnitakerfi. Gerum ráð fyrir að hnit 
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 og 
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sem við ritum einfaldlega
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Þá segjum við að fylkið A sé vörpun sem flytur sérhvern vektor 
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 í hnitakerfinu yfir í annan vektor 
[image: image62.wmf]y

v

 í sama hnitakerfi. Vektorana 
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 og 
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 nefnum við frummynd og eftirmynd hvors annars.


Látum A vera vörpun sem flytur 
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. Þá gilda eftirfarandi reglur:

1) Vörpunin flytur 
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2) Vörpunin flytur 
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 fyrir öll pör rauntalna a og b. Þess vegna er sagt að vörpunin sé línuleg.

Látum A vera línulega vörpun þar sem ákveða fylkisins A er ekki núll. Þá gilda meðal annars eftirfarandi reglur:

3) Sérhver frummynd á sína eigin eftirmynd sem aðrar ólíkar frummyndir deila ekki með henni.

4) Andhverfa fylkisins er andhverf vörpun þess, þ.e. 
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5) Ef A varpar 
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. Með öðrum hætti sagt, 
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Dæmi 5.6:  Finnið fylki vörpunar sem flytur grunnvektorana 
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Svar:  Vörpunina A getum við ritað á þessa leið
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5.3.
Tvívíðar varpanir

Þegar við hugsum og tölum um fylki og vektora er oft þægilegast að taka tvívíða vektora sem dæmi, því auðvelt er að teikna þá. 


Látum vektorana 
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 vera frummynd og eftirmynd vörpunarinnar A og teiknum þá báða með byrjunarpunkt sinn í upphafspunkti hnitakerfisins, (0,0). Við segjum að vektorinn 
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 sé stöðuvektor fyrir punktinn 
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 sé stöðuvektor fyrir 
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. Þá er jafngilt að segja að vörpunin A varpi vektornum 
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Látum A vera línulega vörpun með ákveðu sem er ekki núll. Látum vektorana 
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 lýsa safni n aðgreindra punkta, kallaðir frummynd, sem A varpar á vektorasafnið 
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, kallað eftirmynd. Þá leiðir af reglunum hér að framan um línulegar varpanir að:

I. Eftirmyndin hefur líka n aðgreinda punkta.

II. Hlutfallslegar fjarlægðir milli punkta varðveitast í vörpuninni, 
[image: image105.wmf]d
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Þær myndrænu varpanir sem uppfylla þessi skilyrði eru:

· Stækkun og minnkun myndar.

· Snúningur myndar um upphafspunkt hnitakerfisins.

· Skekking myndar með skerhreyfingu þar sem hornið milli ásanna breytist.

Stækkun og snúningur skila óbjagaðri eftirmynd, en skekkingin bjagar eftirmyndina eins og nafnið gefur til kynna. Þriðja óbjagaða vörpun myndar er hliðrun, en vegna þess að fjarlægð punktanna frá upphafspunktinum breytist misjafnlega (til dæmis vaxa sumar fjarlægðir meðan aðrar minnka) verður hliðrun ekki lýst með línulegri vörpun. Til þess þarf að beita dálitlum brögðum, eins og sýnt er hér á eftir. Við skulum líta nánar á þessar þrjár bjögunarlausu varpanir, en látum skekkinguna eiga sig.
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Stækkun og minnkun

Rifjum fyrst upp hvernig vektorar eru stækkaðir og minnkaðir í reikningi án fylkja. Látum k vera rauntölu sem margfaldar alla stöðuvektora myndar, 
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. Ef tölugildi k er stærra en einn verður eftirmyndin stærri en frummyndin, en sé tölugildið minna en 1 verður eftirmyndin minni. Ef k er 1 eru myndirnar eins (hlutlaus vörpun). Ef k er neikvæð tala er myndin spegluð um báða ásana, þ.e. snúið 180° um (0,0).


Fylki til að lýsa stækkun og minnkun vektora er ritað
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Við getum líka ritað fylkið þannig að vörpunin teygi myndina mismikið eftir x- og y-ás. Fylki sem teygir myndina um a eftir x-ás og b eftir y-ás lítur svona út:
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Ef a er neikvæð tala er eftirmyndin spegluð um x-ásinn og sé b neikvætt er hún spegluð um y-ásinn. Þegar 
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 varðveitast bæði hlutfallslegar fjarlægðir milli punkta og horn milli vektora í vörpuninni, en þegar 
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Snúningur

Látum punkt hafa hnitin 
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 og snúum honum a gráður (rangsælis) um upphafspunkt hnitakerfisins. Hnit P eftir snúninginn köllum við 
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Á mynd 5.4 er sýnd afstaða P til ása hnitakerfisins fyrir og eftir snúninginn, en P er látinn standa kyrr. Brotnar línur sýna ásana fyrir snúning, en heildregnar línur sýna ása hnitakerfisins eftir snúning. Myndin er svona teiknuð til þess að draga fram þá breytingu sem verður á hnitum P við snúninginn, þ.e. fjarlægð hans frá ásum. 


Af myndinni má ráða að 
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 jafngildir ofanvarpi 
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 á x-ásinn. Það ritum við svona:
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Með sama hætti getum við sýnt fram á að
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og þá höfum við fengið uppskrift að fylki sem lýsir því hvernig hnit stöðuvektors breytast þegar honum er snúið a gráður um upphafspunktinn:
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Samsettar varpanir

Regla 5 í upphafi kafla 5.2 segir að þegar röð varpana er framkvæmd á sama vektor er útkoman sú sama og þegar margfeldi vörpunarfylkjanna er beitt á vektorinn. Tökum sem dæmi að vektorinn (x, y) sé fyrst tvöfaldaður og síðan snúið 30°. Skref fyrir skref lítur það svona út:


[image: image121.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

y

x

y

x

y

x

x

x

y

x

y

x

x

x

y

x

x

3

3

2

2

2

3

5

.

0

5

.

0

2

3

2

2

2

0

0

2

1

2

0

1

0

v

v

v

v

v

R

S


Samsett vörpun lítur hins vegar svona út:
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Augljóslega er hér um sömu útkomu að ræða. Kosturinn við seinni aðferðina er fólginn í því, að þegar við ætlum að varpa mynd (sem samanstendur af fjölda punkta) þurfum við aðeins að reikna V einu sinni og getum síðan notað það við að varpa öllum punktum myndarinnar. Af því leiðir að í stað tveggja margfaldana í hverjum punkti, 
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, kemur fyrst ein margföldun til að finna vörpunarfylkið og síðan ein margföldun í hverjum punkti, 
[image: image125.wmf]0
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. Ef punktarnir eru margir þýðir það nánast tvöföldun í reiknihraða, og fyrir flóknari samsettar aðgerðir enn meiri aukningu í reiknihraða.

Hliðrun

Sem fyrr segir er ekki hægt að rita hliðrun sem línulega tvívíða vörpun, þannig að ekki er unnt að láta hliðrun taka þátt í samsettum tvívíðum vörpunun eins og lýst var hér að framan. Þetta er afar bagalegt, vegna þess að ekki er völ á annarri jafn-öflugri aðferð til að draga saman röð af vörpunum. Með því að bæta þriðja hnitinu, gervihniti, við vektorana má hins vegar nota 3×3 fylki til að rita tvívíða hliðrun sem línulega vörpun. Lítum á hvernig þetta er gert:


Látum 
[image: image126.wmf])
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 vera tvívíðan vektor sem á að hliðra um a eftir x-ásnum og b eftir y-ásnum. Það getum við gert með samlagningu,
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Það sem við viljum er að rita þessa samlagningu sem margföldun, og til þess bætum við þriðja hnitinu við vektorinn, 
[image: image128.wmf])
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. Þá getum við ritað hliðrunina svona:


[image: image129.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

+

+

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

×

=

1

1

1

0

0

1

0

0

1

0

1

b

y

a

x

y

x

b

a

x

x

v

v

T


Gervihnitið er alltaf 1 og við hirðum ekki frekar um það, það er hækja sem við fleygjum þegar við höfum notað hana. Stækkun og snúning vektora með gervihniti er einfalt að rita sem 3×3 fylki:
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Þar með höfum við ritað hinar þrjár bjögunarlausu varpanir mynda, hliðrun, stækkun og snúning, sem línulegar varpanir og getum notað reglu 5 til að fást við samsetningu þeirra.

Samsettar varpanir með hliðrun

Snúningsfylkið sem lýst er hér að framan lýsir snúningi um upphafspunkt hnitakerfisins. Stækkunarfylkið margfaldar fjarlægð allra punkta frá upphafspunktinum, en hann stendur kyrr. Við segjum því að báðar þessar aðgerðir miðist við upphafspunktinn.


Til að framkvæma snúning (eða stækkun) sem miðast við annan punkt en upphafspunktinn þurfum við þrjú skref:

· Hliðra viðmiðunarpunktinum í upphafspunktinn.

· Snúa (eða stækka).

· Hliðra viðmiðunarpunktinum til baka.

Dæmi 5.6:  Látum fjóra punkta, (3,2), (4,2), (4,3) og (3,3), vera hornpunkta í ferningi sem við snúum 90° um punktinn (2,2). Við skilgreinum þrjú fylki

Hliðrun frá (2,2) í (0,0):
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Snúningur um 90°:
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Hliðrun til baka í (2,2):
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Margfeldi þeirra gefur vörpunarfylkið: 
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og margfeldi vörpunarfylkisins við fylki með dálkvektorum horna ferningins verður
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sem þýðir að eftir snúninginn hafa punktarnir varpast í hnitin (2,3), (2,4), (1,4) og (1,3). Auðvelt er að sannreyna með teikningu að þessi nýju hnit eru eftirmynd upphaflega ferningsins eftir 90° snúning um punktinn (2,2).

5.4.  Um þrívíðar varpanir

Ekki verður skilið við varpanir á myndum án þess að fjalla aðeins um þrívíðar myndir. Varpanir fyrir þær eru alveg hliðstæðar við tvívíðar varpanir. Ef við höldum okkur við bjögunarlausar varpanir, þá er hægt að rita stækkun og snúning um upphafspunkt hnitakerfisins með 3×3 fylkjum, en hliðrun í þrívíðu rúmi kallar á 4×4 fylki með gervihnitum í fjórðu línu. Ennfremur er þess að gæta að fyrir tvívíðar myndir er aðeins um einn snúningsás að ræða, þvert á myndflötinn, en í þrívíðu rúmi eru þrír snúningsásar, nefnilega x-, y- og z-ásinn. 4(4 vörpunafylkin líta svona út:

Stækkun (a, b, c) eftir x-, y- og z-ás:
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Hliðrun (r, s, t) eftir x-, y- og z-ás: 
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Snúningur u° um x-ás: 
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Snúningur v° um y-ás: 
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Snúningur w° um z-ás: 
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5.5  Æfingar

Yfirákvörðuð jöfnuhneppi

1.  Hvaða punktur á línunni 
[image: image141.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

+

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

1

3

2

5

3

2

t

z

y

x

 er næst punktinum 
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2.  Hvaða punktur á sléttunni 
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3.  Hvaða fleygbogi 
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 nálgast best (í skilningi minnstu kvaðrata) punktana (–3, 7), (–2, 4), (–1, 1), (1, 3), (2, 5), (3, 7), (4, 11), (5, 20)?

4.  Geislavirk efni eyðast samkvæmt formúlunni
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þar sem t er tími, m er magnið klukkan t, 
[image: image147.wmf]0

m

 er magnið klukkan t = 0 og k er fasti sem fer eftir tegund efnisins.

Vikulegar mælingar á geislavirkni frá sýni af efninu gefa þessar niðurstöður: 1200, 1100, 1050, 1000, 950, 900, 875, 850, 835, 820. Hvaða gildi k svarar best til þessara mælinga? Hver er helmingunartíminn, þ.e. sá tími sem það tekur geislavirkni efnisins að minnka um helming.

Línulegar varpanir

5. Sýnið með bókstafareikningi fyrir 2×2 og 3×3 fylki að fyrri hluti reglu 5 gildi um þau: Ef A varpar 
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 yfir í 
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 og B varpar 
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 þá varpar B·A 
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6. Línuleg vörpun V varpar X1 = (1,0,1) yfir í Y1 = (2,3,-1), X2 = (1,-1,1) yfir í Y2 = (3,0,-2) og X3 = (1,2,-1) yfir í Y3 = (-2,7,-1). Notið Derive eða MathCad til að finna vörpunarfylkið V. Sannprófið útkomuna.

Tvívíðar varpanir

7. Áhrif snúningsfylkis er hægt að sýna myndrænt í Excel. Gerið eftirfarandi:

· Gefið einum reit nafnið a. Þetta er snúningshornið.

· Setjið upp snúningfylki R þar a er hornið. Athugið að hornaföllin nota radíana.

· Setjið upp 2×n fylki F, þar sem n er fjöldi hornpunkta í mynd (t.d. ferningur eða stjarna) og hver lína er hnit eins punkts í myndinni.

· Margfaldið saman R og F til að fá fylkið E, myndhnitin eftir snúning.

· Teiknið línurit (XY-scatter með tengdum punktum) af fylkinu E.

Í hvert sinn sem nýtt gildi er slegið inn fyrir a snýst myndin. Til að láta Excel snúa myndinni jafnt og þétt er hægt að rita fyrir a formúluna =60*SEC(NOW()) og slá á F9 á einnar sekúndu fresti. Athugið að ef stærð ásanna er sjálfvirk þá lengjast þeir og styttast þegar myndin snýst.

8. Bætið við dæmi 1 áhrifum stækkunarfylkis S, auk snúningsfylkis R. Notið samsetta vörpun V = S·R. Gætið þess að festa stærðina á ásum hnitakerfisins á línuritinu þannig að stækkunin komi í ljós. Látið stækkunarstuðlana taka bæði pósitíf og negatíf gildi. Til hvers leiðir það?

9. Notið stækkunarfylki og snúningsfylki til að sýna fram á að speglun um x-ás plús speglun um y-ás jafngildi 180°snúningi.

10. Þegar stækkunarfylki og snúningsfylki eru margfölduð saman skiptir stundum máli í hvaða röð það er gert og stundum skiptir röð ekki máli, útkoman er sú sama. Hvenær skiptir röð máli? Sýnið fram á það með reikningum og útskýrið í almennum orðum.

Hliðrun

11. Sýnið fram á að hliðrun í upphafspunkt og hliðrun til baka séu ávallt andhverf fylki.

12. Bætið við dæmi 8 áhrifum hliðrunarfylkis, auk stækkunarfylkis S og snúningsfylkis R. Notið samsetta vörpun V = S·R·H. Gætið þess að festa stærðina á ásum hnitakerfisins á línuritinu. 

13. Sýnið fram á að hliðrun í upphafspunkt og hliðrun til baka séu ávallt andhverf fylki.

Þrívíðar varpanir

14. Snúning kassa um þrjá ása er hægt að sýna myndrænt í Excel á sama hátt og í dæmi 7. Gerið eftirfarandi:

· Gefið þremur snúningshornum nafn, u, v og w.

· Setjið upp þrjú snúningsfylki, X, Y og Z.
· Margfaldið snúningsfylkin saman til að fá vörpunarfylkið, V = X·Y·Z.

· Setjið upp 4×n fylki F, þar sem hver lína inniheldur hnit hornpunkts í kassa og n er fjöldi þeirra punkta sem þarf að draga línur á milli til að sjá allan kassann .

· Margfaldið saman V og F til að fá fylkið E, myndhnitin eftir snúning.

· Teiknið línurit (XY-scatter með tengdum punktum) af fyrstu tveimur dálkum fylkisins E, þ.e.a s. x- og y- hnitum myndarinnar. z-ásinn er þá sjónlínan, hornrétt á skjáinn. Þetta er nefnt hornrétt vörpun hnitanna, andstætt við vörpun með fjarvídd.

Með því að slá inn mismunandi gildi fyrir snúningshornin u, v og w er hægt að snúa kassanum á skjánum. Einnig er hægt að láta u, v og w vera föll af klukkugildinu SEC(NOW()) og snúa kassanum sífellt með því að ýta á F9.

Mynd 5.1.  Lengd á skekkjuvektor � EMBED Equation.2  ��� er minnst þegar hann er hornréttur á línu með stikunina (4, 3)(t. Vektorinn  (4, 3)(t er framlenging  (4, 3) að broddinum á � EMBED Equation.2  ���.
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� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���
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Mynd 5.2  Punktasafnið í dæmi 5.3 og besta beina lína felld að því.
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Mynd 5.3.  Ferill og stuðlar þriðja stigs fjölliðu sem fellur best að punktasafni.
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Mynd 5.4.  Snúningur hnitakerfis um a gráður. Eins og vant er telst rangsælis snún�ingur pósitífur. Myndin sýnir hvernig er háttað sambandi x-hnitsins eftir snúning við x- og y-hnitin fyrir snúning.











Mynd 5.5b.  Einstakir þættir í samsettu vörpuninni á mynd 5.5.a. Á myndinni lengst til vinstri hefur snúningspunktinum verið hliðrað í upphafspunktinn. Á miðmyndinni hefur ferningnum verið snúið  90° um upphafspunktinn. Á myndinni til hægri hefur snúnings�punktinum verið hliðrað til baka.
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Mynd 5.5.a.  Samsett vörpun fernings; snúningur um um punktinn (2,2).
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