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Kafli 6

Tilgátur

Niðurstöður tölfræðilegra rannsókna eru oft settar fram með því að prófa tilgátur sem settar eru fram um rannsóknarefnið. Ef til dæmis reiknaður er meðal-fallþungi dilka í einni sveit má prófa þá tilgátu að útkoman sé ekki marktækt frábrugðin landsmeðaltalinu og útfrá fallþunga dilka í tveimur sveitum er hægt að prófa þá tilgátu að enginn marktækur munur sé á vexti sauðfjár á þessum tveimur stöðum.

Tölfræðilegar tilgátur er hægt að setja fram og prófa varðandi flesta eða alla þætti talnasafna. Í þessum kafla eru sýnd dæmi um tilgátur varðandi meðaltöl og fervik úr normaldreifðu þýði, en hugsanagangurinn í öðrum prófunum er sá sami: Við gerum ráð fyrir tiltekinni dreifingu í þýði, setjum fram tilgátu um kennistærðir þess og athugum hvort líklegt sé að úrtakið sé ættað úr þannig þýði.

6.1.
Tilgátur um meðaltal

Segjum að við höfum úrtak með n stökum sem við höldum að komi úr þýði með þekkt meðaltal og staðalfrávik, μ og σ.  Meðaltal úrtaksins er 
[image: image1.wmf]x

, sem er ekki ná​kvæmlega sama tala og μ. Er þessi munur of mikill til þess að líklegt geti talist að úrtakið sé handahófskennt sýnishorn af þýðinu?

Til þess að svara spurningunni setjum við fram tölfræðilega tilgátu og notum svo líkindi normaldreifingar til að prófa hana. Vani er að láta tilgátuna vera þess efnis að enginn munur sé á meðaltölunum, svonefnd núlltilgáta. Til þess að prófa hana könnum við hvað 
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 er mörg staðalfrávik frá μ:
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Ef við látum öryggismörk í prófuninni vera 95% verður viðmiðunargildið 1,96 (sjá kafla 5.4) og prófun tilgátunnar gengur svona fyrir sig:

· Ef tölugildið af z er stærra en 1,96 höfnum við þeirri tilgátu að 
[image: image4.wmf]x

 sé tekið úr talnasafni með meðaltalið μ.

· Ef tölugildið af z er minna en 1,96 er ekki ástæða til að hafna tilgátunni.
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Mynd 6.1. Normaldreifing líkinda í tvíhliða (vinstra megin) og einhliða prófun á tilgátu. Öryggismörk eru 95% í báðum prófum, þannig að höfnunarmörk z-stigsins er ± 1,960 í tvíhliða prófinu en 1,645 í því einhliða. Skyggðu svæðin sýna hvar tilgátunni er hafnað.

Í seinna tilfellinu höfum við þó ekki samþykkt tilgátuna heldur einungis ákveðið að ekki sé hægt með 95% öryggi að dæma hana ósanna. Núlltilgátan telst með öðrum orðum saklaus þar til sekt hennar hefur verið sönnuð.

Hér getur tvennt farið úrskeiðis: Annars vegar kann tilgátu að vera hafnað þrátt fyrir að hún sé rétt og hins vegar getur svo farið að rangri tilgátu sé ekki hafnað. Þessar villur eru ólíkar (saklaus dæmdur sekur, sekur sleppur vegna skorts á sönn​unargögnum) og ganga undir nöfnunum gerð I og gerð II af villum*. Ekki verður kafað dýpra í það efni hér en minnt er á að við prófun tilgátunnar kann hún að dæmast röng og vera hafnað, en tilgáta er aldrei beinlínis dæmd vera rétt.

Tilgátan hér að framan var sú að vongildi 
[image: image6.wmf]x

 jafngilti μ og henni væri hafnað við bæði óeðlilega há (pósitíf) og lág (negatíf) z-stig. Þannig próf er nefnt tvíhliða próf. Ef við hefðum á hinn bóginn viljað prófa þá tilgátu að vongildi 
[image: image7.wmf]x

 væri stærra en tiltekið μ hefði prófið verið einhliða; einungis of lágum z-stigum væri hafnað. Fyrir 95% öryggismörk hefði viðmiðunargildið verið z = 1,645, en var z = ± 1,960 í tvíhliða prófinu. 

Munurinn á einhliða og tvíhliða prófum er sýndur á mynd 6.1. Bjölluferillinn er líkindafallið 
[image: image8.wmf])
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. Á myndinni vinstra megin er sýnt tvíhliða próf; flatarmálið undir bjölluferlinum milli z = –1,96 og z = +1,96 er 95%. Hægra megin er einhliða próf þeirrar tilgátu að 
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 sé stærra en μ. Tilgátunni væri ekki hafnað nema z lenti á skyggða svæðinu z < –1,645.
Ef við veljum lægri öryggismörk en 95% færast viðmiðunargildi z nær z = 0 á báðum myndunum. Í töflu 6.1. er stærð skyggðu svæðanna (þ.e. öryggismörkin) sýnd fyrir nokkur z-stig. Þar má til dæmis sjá að einhliða próf með 99% öryggis​mörkum setur höfnunarmörk tilgátunnar við z = 2,326, en í tvíhliða prófi eru mörkin við z = 2,576. Ítarlegar töflur af þessu tagi var áður fyrr að finna í öllum tölfræðibókum, en nú getum við látið Excel (og önnur forrit) reikna tilgátuprófin fyrir okkur án þess að þurfa að fletta upp í töflum.

	z-stig
	Öryggismörk

	
	Einhliða
	Tvíhliða

	1,000
	84,1%
	68,3%

	1,500
	93,3%
	86,6%

	1,645
	95,0%
	90,0%

	1,960
	97,5%
	95,0%

	2,326
	99,0%
	98,0%

	2,576
	99,5%
	99,0%


Tafla 6.1. z-stig og öryggismörk í einhliða og tvíhliða normaldreifðum prófum.

Oft er það svo að við þekkjum ekki staðalfrávik þýðisins σ og þurfum þess í stað að nota staðalfrávik úrtakins s við reikningana. Allt gengur þá eins fyrir sig og áður, nema í stað normaldreifingar kemur svokölluð t-dreifing.* Lögun hennar er háð stærð úrtaksins n og þegar n vex stefnir t-dreifingin á normaldreifingu.

Höfnunarmörk tilgátu ráðast nú bæði af öryggismörkum og stærðinni (n – 1) sem nefnd er frítala dreifingarinnar. Í stað z-stigs, þegar normaldreifing er prófuð, er nú reiknað t-stig á sambærilegan hátt:
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	Frítala
	Öryggismörk

	
	95%
	97,5%
	99%
	99,5%

	2
	2,92
	4,30
	6,96
	9,92

	6
	1,94
	2,45
	3,14
	3,75

	10
	1,81
	2,23
	2,76
	3,17

	20
	1,73
	2,09
	2,53
	2,85

	30
	1,70
	2,04
	2,46
	2,75

	(
	1,65
	1,96
	2,33
	2,58


Tafla 6.2. t-stig fyrir höfnunarmörk í einhliða t-dreifðu prófi stjórnast bæði af frítölu úrtaksins og öryggismörkum í prófinu.

Í töflu 6.2 eru nokkur dæmi um t-stig höfnunarmarka einhliða tilgátu í t-dreifðu prófi. Við sjáum að þegar fá stök eru í úrtakinu verður t-stig höfnunarinnar til​tölulega hátt en með hækkandi n lækkar t-stigið og verður loks hið sama og í normaldreifingu
[image: image11.wmf])
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. Í Excel er síðan að finna reikniskipanir til að gera bæði einhliða og tvíhliða t-dreifð próf fyrir allar frítölur og öryggismörk.

6.2.
Tilgátur um tvö meðaltöl

Hér að framan var meðaltal úrtaks borið saman við tiltekið meðaltal  μ  en það má líka hugsa sér að bera saman meðaltöl tveggja úrtaka og spyrja hvort líklegt sé að þýði þeirra hafi sama meðaltal. Við skulum kalla úrtökin x = {x1, x2, ..., xn} og y = {y1, y2, ..., ym}, meðaltöl þeirra eru 
[image: image12.wmf]x

 og 
[image: image13.wmf]y

. Fervik þýðanna eru þekkt og táknuð með σx² og σy². Ef úrtökin eru ekki mjög lítil verður mismunur meðaltalanna u.þ.b. normaldreifður með z-stiginu
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og núlltilgátan um sama meðaltal í báðum þýðum undirgengst samskonar tvíhliða normaldreift próf eins og lýst var í kafla 6.1.

Gerum næst ráð fyrir að þýði beggja úrtaka hafi sama fervik, en það sé óþekkt. Þá þarf að nota fervik úrtakanna 
[image: image15.wmf]2
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 og 
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 og líkindin verða t-dreifð. Þar sem fer​vik þýðanna er sama tala sameinum við fervik úrtakanna í eina tölu*
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Síðan reiknum við út t-stig 
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og gerum svo tvíhliða próf á þeirri núlltilgátu að þýðin hafi sama meðaltal; von​gildi 
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 sé núll. Ef tölugildi t-stigsins er hærra en öryggismörkin segja til um ber að hafna tilgátunni, annars stendur hún óhögguð (sem tilgáta!). Þetta er sami gangur mála og rakinn var í kafla 6.1 fyrir prófanir á meðaltali en frítala sameinuðu úrtakanna er n + m – 2.

6.3.
Tilgátur um fervik

Stundum er það ekki meðaltal talnasafnsins sem við höfum mestan áhuga á, heldur dreifing þess. Við gætum til dæmis haft áhuga á að vita hvort dreifing einkunna hjá tveimur árgöngum sé sú sama, þótt meðaleinkunnir kunni að vera mismunandi. Við viljum með öðrum orðum skoða hvort tvö úrtök geti verið úr tveimur ólíkum þýð​um, en með sömu fervik. Við skulum byrja á að gefa breytunum í dæminu nöfn:

Látum x = {x1, x2, ..., xn} og y = {y1, y2, ..., ym} vera tvö úrtök, ekki endilega með jafnmörg stök eða sama meðaltal, úr normaldreifðum talnasöfnum. Fervik úrtak​anna eru
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Hlutfall fervikanna nefnum við F gildi
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Ef þýðin á bak við úrtökin eru bæði normaldreifð með sama fervik þá er vongildi hlutfallsins auðvitað 1 og líkindadreifing F umhverfis þá tölu nefnist F-dreifing. Við getum því prófað núlltilgátu um sama fervik í báðum úrtökunum með því að bera reiknað F saman við töflu sem sýnir hvað þetta hlutfall má víkja mikið frá 1, miðað við ákveðin öryggismörk. Vegna þess að um samanburð á fervikum úrtaka er að ræða verður að taka frítölur úrtakanna með í reikninginn eins og í t-dreifing​unni í kafla 6.2. Frítölur er til siðs að tákna með gríska stafnum ( (ný) og við ritum
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Tafla 6.3 sýnir dæmi um einhliða F-dreifingu miðað við 95% öryggismörk. Hana má nota til að prófa þá kenningu að annað fervikið sé stærra en hitt. Til þess að prófa þá kenningu að fervikin séu eins er notað tvíhliða próf, en þar sem um hlut​fall tveggja stærða er að ræða eru höfnunarmörkin F og 1/F og okkur nægir ein​hliða tafla. Í Excel eru síðan skipanir til að framkvæma allskonar F-próf.

	
	(x = 1
	2
	3
	4
	10
	(

	(y = 2
	18,5
	19,0
	19,2
	19,2
	19,4
	19,5

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,06
	3,67

	10
	4,96
	4,10
	3,71
	3,48
	2,98
	2,54

	20
	4,35
	3,49
	3,10
	2,87
	2,35
	1,84

	30
	4,17
	3,32
	2,92
	2,69
	2,16
	1,62

	60
	4,00
	3,15
	2,76
	2,53
	1,99
	1,39

	(
	6,63
	4,61
	3,78
	3,32
	2,32
	1,00


Tafla 6.3. F-gildi fyrir höfnunarmörk í einhliða prófi með 95% öryggismörkum.

Tökum dæmi um notkun töflu 6.3 við tvíhliða prófun:

· Látum x vera talnasafn með 11 stökum og fervik sx² = 17 en y vera safn með 21 staki og fervik sy² = 25. 

· Núlltilgátan er að x og y komi úr tveimur þýðum sem hafa sama fervik.

· Hlutfall fervikanna er 
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· F-gildið í töflunni er F95((x, (y) = F95 (10,20) = 2,35

· Efri höfnunarmörkin eru því 2,35 og neðri mörkin eru 1/2,35 = 0,426.

Hlutfall fervikanna er innan höfnunarmarkanna og við höfum því ekki ástæðu til að hafna þeirri tilgátu að um sama fervik sé að ræða í báðum þýðunum.

6.4.
Tilgátur um hallatölu línu

Hér að ofan hafa verið kynntar þær hugmyndir sem liggja að baki tölfræðilegum tilgátum um kennistærðir í talnasöfnum og prófun á þeim. Sömu grundvallar hug​myndum má beita á ýmsa aðra eiginleika talnasafna og hér verður að lokum tekið dæmi um prófun tilgátu varðandi hallatölu beinnar línu sem felld hefur verið að talnarunu með aðferð minnstu fervika (sjá kafla 1.5).

Látum (x, y) = {(x1, y1), (x2, y2),..., (xn, yn)} vera punktasafn. Bein lína minnstu fervika felld að punktasafninu hefur stuðlana
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sem eru ritaðir með grísku stöfunum alfa og beta til að undirstrika að hér eru á ferðinni kennitölur þýðis. Nú tökum við nokkur úrtök úr safninu og fellum beinar línur að þeim. Stuðla beinnar línu úrtaks ritum við 
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Hvernig dreifast hallatölurnar í úrtökunum b umhverfis ( ? Að uppfylltum þessum venjulegu skilyrðum um handahófskennt val og nógu stórt úrtak má segja að þær séu normaldreifðar ef við þekkjum fervik þýðisins og t-dreifðar er við notum fervik úrtaksins. Á þessum grundvelli getum við gert prófanir um hallatölurnar með sama hætti og við gerðum prófanir um meðaltöl. Tökum dæmi:

Í töflu 6.4 og á mynd 6.2 er sýndur fjöldi ferða Flugleiða í utanlandsflugi árin 1982-1993. Þetta dæmi var líka tekið í kafla 2.4 þar sem bein lína og fleygbogi voru felld að gögnunum og spurt: Hvort er betri tilhneiging? Nú höldum við okkur hins vegar við beinu línuna og spyrjum: Er halli hennar marktækur? Getum við með 95% öryggi fullyrt að hallatalan sé ekki núll?
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Mynd 6.2. Fjöldi ferða Flugleiða í áætlunarflugi milli landa 1982-1993.

	Ár
	1982
	1983
	1984
	1985
	1986
	1987
	1988
	1989
	1990
	1991
	1992

	Fjöldi
	4040
	4402
	4866
	5455
	5773
	7209
	7001
	5776
	6518
	6806
	6742


Tafla 6.4. Fjöldi ferða Flugleiða í áætlunarflugi milli landa 1982-1993.

Ef við förum einföldustu leið og notum reiknirit í Excel sem heitir Regression skilar það okkur meðal annars þessum upplýsingum:

	
	Coefficients
	Standard Error
	t Stat
	P-value
	Lower 95%
	Upper 95%

	Ár
	272,29
	60,928
	4,4690
	0,00156
	134,46
	410,12


Á eftir nafni breytunnar, Ár, kemur fyrst hallatala línunnar b = 272,29 og síðan staðalfrávik dreifingar b umhverfis (, s(b). (Það heitir í Excel standard error). Næst kemur t-stig tilgátunnar sem segir hvað hallatalan er mörg staðalfrávik frá núlli,
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Þá koma líkurnar á því að úr þýði með ( = 0 komi fyrir tilviljun hallatalan b svona langt frá núlli, P = 0,00156 = 0,156%, með öðrum orðum hverfandi litlar líkur. Loks koma 95% öryggismörk fyrir hallatöluna sem við getum lesið svo að með 95% öryggi megi fullyrða að hallatalan liggi milli 134,46 og 410,12. 

6.5.
Reiknað með Excel

Við prófanir á normaldreifðum tilgátum, þegar fervik þýðis er þekkt, má nota þau föll sem kynnt voru í kafla 5.5, NORMSDIST og NORMSINV, en þá er gert ráð fyrir því að dreifingin hafi verið stöðluð. Einnig er hægt að nota föllin NORMDIST og NORMINV án þess að staðla dreifinguna.

Samsvarandi föll fyrir t-dreifðar tilgátur, þegar fervik þýðis er ekki þekkt, heita TDIST og TINV. Síðarnefnda fallið miðast eingöngu við tvíhliða dreifingu. Þá býður Excel líka upp á fallið TTEST sem skilar líkunum á því að tvö úrtök komi úr þýðum með sama meðaltal. Prófið er hægt að gera hvort sem er, einhliða eða tví​hliða, fyrir sama fervik í báðum þýðum eða ólík fervik.

Fyrir F-dreifðar tilgátur um hlutfall fervika eru notuð föllin FDIST og FTEST. Síðarnefnda fallið gerir einhliða próf á því hvort tvö úrtök hafi sama fervik.

6.6.
Sýnidæmi

Normaldreifð tilgáta. Meðaleinkunn á almennu þekkingarprófi meðal stúdenta er 80 og staðalfrávikið er 7. Prófið er lagt fyrir hóp 25 stúdenta sem hafa sótt sérstök hraðlestrarnámskeið og meðaleinkunn þeirra reynist vera 83. Er hægt að álykta með 95% öryggi að einkunn þeirra sé hærri en almennt gerist?

Úrlausn: Núlltilgátan er sú að meðaleinkunn þýðisins sem hópurinn er tekinn úr sé 80, en annars að einkunnin sé hærri en 80. Þetta er oft sett svona fram:

H0: μ = 80

H1: μ > 80

Þar sem spurt er hvort einkunn hópsins sé betri en almennt gerist, í stað þess að spyrja hvort hún sé önnur, er rétt að nota einhliða próf. Þá fæst að

NORMSINV(0,95) = 1,645
sem segir að z-stig hópsins þarf að vera lægra en 1,645 til þess núlltilgátan standi óhögguð. z-stigið er
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sem þýðir að núlltilgátunni er hafnað; frammistaða þessara 25 stúdenta er mark​tækt betri en gerist og gengur.

Tilgáta með t-dreifingu. Ein vél í verksmiðju framleiðir skinnur. Meðalþykkt þeirra á að vera 5,0 mm. Til þess að prófa stillingu vélarinnar eru framleiddar 10 skinnur sem reynast hafa meðalþykktina 5,3 mm með staðalfráviki 0,3 mm. Er hægt að hafna því, með 95% öryggi, að vélin sé rétt stillt? En með 99% öryggi? Hvernig ber að túlka niðurstöðuna?

Úrlausn: Núlltilgátan er að vélin sé rétt stillt, annars er hún rangt stillt:

H0: μ = 0,50

H1: μ ≠ 0,50

Hér er rétt að nota tvíhliða próf með t-stig
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Fyrir 95% öryggismörkin er viðmiðunargildið

TINV(0,05;9) = 2,26

en fyrir 99% mörkin er það

TINV(0,01;9) = 3,25

Með 95% öryggi væri því hægt að hafna núlltilgátunni og segja að vélin sé rangt stillt, vegna þess að t-stigið er miklu hærra en öryggismörkin. Þetta er ekki hægt að gera með 99% öryggi því t-stigið er rétt innan öryggismarkanna. Sú ályktun blasir við að vélin sé sennilega vanstillt og altént væri rétt að gera aðra prófun á henni.

6.7.
Æfingar

1. Hver er munurinn á að prófa tölfræðilega tilgátu og að sanna stærðfræðilega setningu?

2. Hver er munurinn á normaldreifingu og t-dreifingu? Þegar fjöldi í úrtaki n fer vaxandi tekur t-dreifingin að líkjast normaldreifingu. Hvers vegna?

3. Meðalþungi tvítugra karlmanna er 75 kg. Meðalþyngd 50 tvítugra manna sem stunda þolfimi var mæld og reyndist vera 73 með staðalfráviki 5 kg. Er þetta marktækur munur?

4. Í P-bekk eru 15 nemendur, í Q-bekk eru 19 nemendur. Á lokaprófi var meðal​einkunn í P-bekk 7,6 með staðalfrávik 0,6 en meðaleinkunn nemenda í Q-bekk 7,2 með staðalfrávik 0,8. Er marktækur munur á þessum meðaleinkunnum?

5. Í X-bekk eru 16 nemendur, í Y-bekk eru 25 nemendur. Á lokaprófi var staðal​frávik í X-bekk 1,5 en í Y-bekk var það 2,0. Getum við sagt, með 95% öryggi, að það sé marktækur munur á breytileika einkunna í bekkjunum?

6. Tvær gerðir af hjólbörðum voru bornar saman. Meðalending 20 barða af gerð A var 33 000 km með staðalfráviki 10 000. Meðalending 30 barða af gerð B var 35 000 km með staðalfráviki 15 000. Er þetta marktækur munur?


























































* Á ensku type I error og type II error. Á íslensku hafa villurnar líka verið nefndar höfnunarmistök og fastheldnismistök.


* Á ensku er þessi dreifing oft nefnd Student's t-distribution vegna þess að sá sem hana uppgötvaði ritaði greinar sínar undir dulnefninu Student.


* Það sem stendur fyrir neðan strik er frítala sameinuðu úrtakanna (kafli 4.4) og fæst með samlagningunni (n – 1) + (m – 1).
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