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Kafli 2

Talnarunur

Í kafla 1 var fjallað um talnasöfn þar sem stökin í safninu eru ekki í neinni sérstakri röð og það er auðvitað algengt. Stundum skiptir þó röð talna í talnasafni miklu máli, til að mynda þegar tölunum hefur verið safnað með ákveðnu millibili, einu sinni á mínútu eða einu sinni á dag. Annað dæmi er þegar bera skal saman eink​unnir allra nemenda í einum bekk. Þá skiptir röð einkunnanna í sjálfu sér ekki máli, en nauðsynlegt er að gæta þess að þeim sé raðað eins hjá öllum nemendunum; stærðfræði í fyrsta sæti hjá öllum, íslenska í öðru sæti, o.s.frv.

Talnasafn þar sem röð stakanna skiptir máli köllum við talnarunu eða vektor. Talnarunu með n stökum nefnum við gjarnan n-víðan vektor, enda beitum við flestum reiknireglum vektorareiknings á talnarunurnar.

2.1.
Vektorreikningar

Um talnarunur gilda allar venjulegar reiknireglur vektor-reiknings. Stutt upprifjun: Látum a vera rauntölu og látum x og y vera tvo n-víða vektora:
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Samlagning og frádráttur: Summa vektoranna, táknuð með x + y, er vektorinn
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Mismunur vektoranna, táknaður með x – y, er vektorinn
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Margföldun vektors með tölu: Margföldun x með a gefur vektorinn
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Innföldun vektora: Innfeldi vektoranna, táknað með x · y, er rauntala (en ekki vektor):
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Lengd vektors: Lengd vektora í rétthyrndu hnitakerfi er fundin með reglu Pýþag​órasar, eins og kunnugt er úr tvívíðri og þrívíðri rúmfræði. Hugtakið lengd er látið ná yfir vektora af öllum víddum og reiknað svona:
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Hér glittir í dýpri rök þess að meðaltalið skuli vera besti fulltrúi jafndreifðs talna​safns. Látum x vera safn með n tölum, x1, x2, ... , xn, og u vera einhverja rauntölu. Hversu góður fulltrúi er u fyrir tölurnar í safninu? Frávik u frá fyrsta stakinu í safn​inu nefnum við skekkjuna d1 = x1 – u, fyrir annað stakið er skekkjan d2 = x2 – u, o.s.frv. Við getum raðað öllum skekkjunum í n-víðan vektor d 


[image: image7.wmf])

,

,

,

(

2

1

u

x

u

x

u

x

n

-

-

-

=

K

d


sem við nefnum skekkjuvektor. Lengd skekkjuvektorsins í öðru veldi er
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sem er greinileg hliðstæða við fervik u frá x
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Ef við segjum að sú tala u sem hefur stystan skekkjuvektor sé besti fulltrúi talna​safnsins þá er það jafnframt sú tala u sem hefur minnst fervik frá safninu; nefnilega meðaltalið!

Nú má auðvitað spyrja hvort orðin lengd vektors hafi einhverja raunverulega merkingu ef til dæmis n er hundrað? Því er til að svara að stærðfræðilegir eigin​leikar vektors eru hinir sömu hvort sem hnitin eru þrjú eða hundrað. Þetta notum við okkur oft þegar við erum að fjalla um margvíða vektora og tökum rúmfræðileg dæmi til þess að útskýra eiginleika þeirra, en því fylgir þó engin kvöð um rúm​fræðilega túlkun þegar víddirnar verða fleiri en þrjár!

2.2.
Fylgni

Stundum viljum við bera talnarunur saman og spyrja: Fylgjast þær að, eru þær líkar eða ólíkar? Tökum sem dæmi einkunnir allra nemenda í einum bekk. Hvaða nem​endur sýna sömu hæfileika og hverjir eru ólíkir? Við getum auðvitað sagt að þeir nemendur séu svipaðir sem hafa áþekkar meðaleinkunnir, en þá er ekki tekið með í reikninginn hverjir standa sig vel í stærðfræði, hverjir eru góðir í tungumálum, og svo framvegis.

Til þess að bera allar einkunnirnar saman þurfum við að líta á dreifingu þeirra hjá hverjum og einum nemanda; hvaða einkunnir eru hærri en meðaleinkunn hans og hvaða námsgreinar draga meðaltalið niður. Við röðum einkunnum hans í vektor x og táknum meðaltal stakanna í vektornum (þ.e. meðaleinkunn nemandans) með µx. Síðan skilgreinum við nýjan vektor
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sem inniheldur frávik stakanna í rununni frá meðaltali rununnar og er nefndur dreifivektor talnarununnar. Ennfremur er fervik vektorsins 
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skilgreint sem fervik talnasafnsins er hnit vektorsins mynda og staðalfrávik vektorsins 
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 er kvaðratrótin af ferviki hans. 

Hugsum okkur nú að sex nemendur séu með þrjár einkunnir hver; til að mynda fyrir lestur, skrift og reikning. Við nefnum dreifivektora einkunna nemendanna 
[image: image13.wmf]a

&

, 
[image: image14.wmf]b

&

, …, 
[image: image15.wmf]f

&

, og teiknum þá í þrívíðu hnitakerfi eins og sýnt er á mynd 2.1.
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Mynd 2.1. Dreifivektorar einkunna sjö nemenda í þremur fögum teiknaðir í þrívíðu hnitakerfi. Ásar hnitakerfisins sýna einkunnir í lestri, skrift og reikningi. 
Á myndinni má sjá að vektorar sem stefna í svipaða átt tilheyra nemendum með samskonar einkunnir. Þannig tákna allir vektorar sem vísa upp á mynd 2.1 (
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 og 
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) nemendur sem eru góðir í reikningi, en vektora sem vísa til vinstri (
[image: image19.wmf]d
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og
[image: image20.wmf]e

&

) eiga nemendur sem ekki gengur vel í lestri. Við getum smíðað úr þessu einfalda reglu: Einkunnir nemenda fylgjast að þegar hornið milli dreifivektora þeirra er lítið.

Í vektorreikningi er alþekkt regla sem segir, að kósínus af horni milli tveggja vektora finni maður með því að deila í innfeldi þeirra með lengdunum. Látum  x og y vera tvo vektora og v vera hornið á milli þeirra. Þá er
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Ekkert er því til fyrirstöðu að láta þessa reglu gilda um vektora með fleiri en þrjú stök og við skilgreinum fylgni milli tveggja n-víðra vektora, x og y, sem kósínus af horninu milli dreifivektora þeirra og táknum hana með fylgni(x, y) eða með bók​stafnum r:
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Fylgnistuðullinn r liggur (eins og kósínusfallið) á bilinu milli +1 og –1. Þegar r = +1 segjum við að fullkomna fylgni sé að ræða, r = 0 er engin fylgni en r < 0 er kallað öfug fylgni því þá vex annar vektorinn þegar hinn minnkar og öfugt. 
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Á mynd 2.2 er sýnd myndræn túlkun á nokkrum fylgnistuðlum. Hnit x og y vektoranna eru þar sýnd sem punktarnir (x1, y1), (x2, y2),..., (xn, yn), og bein lína felld að punktasafninu. Við sjáum að jákvæð fylgni jafngildir jákvæðri hallatölu en öfug fylgni samsvarar neikvæðri hallatölu. Tölugildi fylgnistuðulsins ræðst hins vegar af því hversu nærri beinni línu punktarnir liggja. Ef tölugildi r er 1 liggja punktarnir allir á þráðbeinni línu en eftir því sem þeir víkja meira frá línunni lækkar fylgnistuðullinn.

Mynd 2.2. Fylgnistuðlar milli vektor-para. Vektorarnir x og y eru sýndir sem punktasafnið (x1, y1), (x2, y2),..., (xn, yn).

2.3.
Áhrif

Stundum stafar fylgni milli tveggja talnaruna af því að önnur hefur bein áhrif á hina. Þá segir fylgnistuðullinn til um hversu sterk þessi áhrif eru. Lítum á dæmi.

Tafla 2.1 sýnir niðurstöður mælinga á blóðsýnum úr nokkrum tilraunadýrum. Fervik blóðkornafjöldans er σ²(y) = 0,851 og við viljum kanna að hve miklu leyti er hægt að skýra þennan breytileika í fjölda rauðra blóðkorna með áhrifum frá x. Við byrjum á að reikna fylgnina milli x og y og fella beina línu að punktasafninu (x, y).

	x
	82
	84
	86
	91
	92
	93
	94
	96
	96
	98
	100
	104
	108
	111
	117

	y
	5,2
	7,0
	5,4
	7,5
	6,7
	7,3
	6,7
	6,5
	6,7
	7,8
	7,0
	7,5
	7,7
	8,6
	8,5


Tafla 2.1. Mælingar á blóðrauða x (mældur í % af meðal-blóðrauða) og fjölda rauðra blóðkorna y (mældur í milljónum korna í rúmmillimetra).
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Mynd 2.3. Mælingar á blóðrauða (lárétti ásinn) og fjölda rauðra blóðkorna (lóðrétti ásinn). Besta beina lína er felld að mæligildunum.

Fylgnin milli x og y reynist vera r = 0,8157 og jafna beinu línunnar er 

y = 0,0785·x – 0,5266

Ef y væri algjörlega stjórnað af x væri fylgnin milli þeirra r = +1 og allir punktarnir lægju á beinu línunni. Því má segja að hún sé besta mat á sambandinu milli  x og y og dreifing punktanna umhverfis hana stafi af öðrum þáttum en þeim sem hægt er að skýra með áhrifum x á y. Við getum búið til vektor 
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 sem inniheldur lóðrétt frávik punktanna frá línunni
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og reiknað fervik þessa nýja vektors. Það reynist vera 
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(

2

y

&

&

s

= 0,285 en fervik y eitt og sér var σ 2(y) = 0,851. Af því sjáum við að með því að fjarlægja áhrif x á y og skoða bara það sem þá er eftir hefur fervik dreifingarinnar minnkað um
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Þetta má orða sem svo, að tvo þriðjuhluta af breytileikanum í mælingum á  y megi skýra með áhrifum frá x, en þriðjungur breytileikans stafi af einhverju öðru.

Einfaldari leið til að reikna þessi áhrif er að líta á fylgnistuðul milli  x og y. Þá kemur í ljós að r² = 0,665. Hægt er að sýna fram á það stærðfræðilega (þó það sé ekki gert hér) að r² gefur ætíð til kynna hversu mikið fervikið muni minnka þegar áhrif x á y eru fjarlægð úr gögnunum. Þá niðurstöðu drögum við saman í reglu: Annað veldi fylgnistuðuls milli tveggja talnasafna segir fyrir um það hversu mikið fervik annars safnsins muni hlutfallslega minnka við það að taka tillit til áhrifa hins talnasafnsins.

Fylgnistuðull í öðru veldi, r², er oft nefndur ákvörðunarstuðull, því hann segir til um það að hve miklu leyti ein stærð er ákvörðuð af annarri.
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Mynd 2.4 Mælingar á seltu sjávar í Chesapeake Bay. Efri ferillinn sýnir seltu við botn en neðri ferillinn sýnir seltu við yfirborð.

	Dagur
	Tími
	Selta við yfirborð
	Selta við botn
	Dagur
	Tími
	Selta við yfirborð
	Selta við botn

	3. júlí
	14:30
	6,97
	11,10
	4. júlí
	02:30
	7,14
	12,14

	3. júlí
	16:00
	6,20
	11,54
	4. júlí
	04:00
	6,91
	12,44

	3. júlí
	17:30
	5,93
	13,12
	4. júlí
	05:30
	6,76
	12,60

	3. júlí
	19:00
	6,32
	13,52
	4. júlí
	07:00
	6,74
	12,79

	3. júlí
	20:30
	6,36
	13,35
	4. júlí
	08:30
	7,20
	13,46

	3. júlí
	22:00
	6,72
	12,83
	4. júlí
	10:00
	7,45
	12,33

	3. júlí
	23:30
	6,80
	13,31
	4. júlí
	11:30
	7,47
	12,40

	4. júlí
	01:00
	6,90
	13,02
	4. júlí
	13:00
	7,47
	12,14


Tafla 2.2 Mælingar á seltu sjávar við yfirborð og botn í Chesapeake Bay í Maryland.

2.4.
Víxlfylgni

Þegar við viljum skoða samband tveggja tímaruna með því að reikna fylgnina milli þeirra er ekki alltaf ljóst hvaða gildi eiga saman. Tökum sem dæmi úrkomu og grassprettu á þurrkasömu landi. Grasið tekur auðvitað vaxtarkipp eftir rigningar​skúr og því þarf að bera úrkomuna við grasvöxtinn nokkrum dögum síðar. Hversu löngu síðar? Til þess að svara því er einfaldast að reikna fylgni úrkomunnar við grasvöxtinn sama dag, næsta dag, þarnæsta dag o.sv.frv. og teikna fylgni sem fall af dagamun. Þannig línurit er sagt að sýni víxlfylgni milli úrkomu og grasvaxtar.

Til þess að skýra þetta betur skulum við taka dæmi, sem reyndar er frá upphafs​árum hafrannsókna í Bandaríkjunum. Í töflu 2.2 eru sýndar mælingar á seltu yfir​borðssjávar og botnsjávar í Chesapeake Bay í Maryland 3. og 4. júlí 1927. Mæling​arnar voru gerðar til þess að kanna áhrif sjávarfalla á seltu sjávar í flóanum. Seltu​ferlarnir eru sýndir á mynd 2.4.

Til þess að reikna víxlfylgnina þurfum við að hliðra annarri rununni um eitt sæti í hvert sinn sem ný fylgnitala er reiknuð og við það fækkar auðvitað þeim punktum sem við höfum til samanburðar. En vegna þess að sjávarfallastraumar endurtaka sig með 24 stunda lotu getum við notað endurtekningu hinnar rununnar og lendum því ekki í vandræðum vegna fækkunar samanburðarpunktanna. Þetta er sýnt í töflu 2.3 fyrir fjórar fyrstu fylgnitölurnar, en allur víxlfylgniferillinn er sýndur á mynd 2.5. Af honum má ráða að best fylgni muni vera milli mælirunanna þegar botn​mælingunum hefur verið seinkað um rúmlega tvö tímabil, þ.e. um rúmlega þrjár klukkustundir. Þessi seinkun nefnist taftími milli talnarunanna.
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Mynd 2.5. Víxlfylgni yfirborðsseltu og botnseltu. Fylgnin er mest þegar hliðrun eða taftími botnseltunnar er um tvö tímabil eða um þrjár klukkustundir.

	Selta við yfirborð
	Selta við botn. Mæligildunum er hliðrað um eitt sæti niður á við fyrir hverja færslu um dálk til hægri.

	6,97
	11,10
	
	
	

	6,20
	11,54
	11,10
	
	

	5,93
	13,12
	11,54
	11,10
	

	6,32
	13,52
	13,12
	11,54
	11,10

	(
	(
	13,52
	13,12
	11,54

	7,45
	12,33
	(
	13,52
	13,12

	7,47
	12,40
	12,33
	(
	13,52

	7,47
	12,14
	12,40
	12,33
	(
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6,97
	
	12,14
	12,40
	12,33

	6,20
	
	
	12,14
	12,40

	5,93
	
	
	
	12,14

	(
	
	
	
	

	Hliðrun
	0
	1
	2
	3

	Fylgni
	-0,27
	0,32
	0,55
	0,52


Tafla 2.3. Fylgni reiknuð milli tveggja talnaruna með endurtekningu. Í fremsta dálknum er önnur runan (yfirborðsseltan) tvítekin en í aftari dálkunum hinni rununni (botnseltan) hliðrað niður um eitt sæti í einu og fylgnin reiknuð. Brotastrikið markar endurtekninguna. Þetta er að einungis hægt þegar um er að ræða talnarunur með lotubundinni endurtekningu.

2.5.
Sjálffylgni

Sérstök útgáfa af víxlfylgni er þegar fylgni talnarunu við sjálfa sig er notuð til þess að meta hvort lotubundnar endurtekningar eru í rununni, hversu sterkar þær eru og hver sé lengd lotunnar. Þetta er best útskýrt með dæmi. Í töflu 2.4 er fræg tíma​runa; nefnilega talning á fjölda sólbletta á ári hverju frá 1770 til 1869, og á mynd 2.6 er línurit af sólblettafjöldanum.
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Mynd 2.6. Árlegur fjölda sólbletta 1770-1869.

Blettafjöldinn virðist sveiflast nokkuð reglulega og við viljum ákvarða sveiflu​tímann. Við reiknum því sjálffylgni rununnar með sama hætti og lýst er í kafla 2.4 um víxlfylgni og útkoman er línuritið á mynd 2.7.
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Mynd 2.7.  Sjálffylgni sólblettarununnar. Mest fylgni fæst með 10 ára hliðrun.

Sjálffylgnin er að auðvitað +1 þegar hliðrunin er engin. Að því undanskildu er aðeins einn verulegur toppur á línuritinu og það er þegar hliðrunin er 10 ár. Af því má ráða að sveiflutíminn er um 10 ár, en vegna þess að fylgnin er aðeins r = 0,44 og r² = 0,19 geta endurtekningarnar ekki skýrt nema 19% af breytileikanum í fjölda sólbletta.

	Ár
	Blettir
	
	Ár
	Blettir
	
	Ár
	Blettir
	
	Ár
	Blettir

	1770
	101
	
	1795
	21
	
	1820
	16
	
	1845
	40

	1771
	82
	
	1796
	16
	
	1821
	7
	
	1846
	62

	1772
	66
	
	1797
	6
	
	1822
	4
	
	1847
	98

	1773
	35
	
	1798
	4
	
	1823
	2
	
	1848
	124

	1774
	31
	
	1799
	7
	
	1824
	8
	
	1849
	96

	1775
	7
	
	1800
	14
	
	1825
	17
	
	1850
	66

	1776
	20
	
	1801
	34
	
	1826
	36
	
	1851
	64

	1777
	92
	
	1802
	45
	
	1827
	50
	
	1852
	54

	1778
	154
	
	1803
	43
	
	1828
	62
	
	1853
	39

	1779
	125
	
	1804
	48
	
	1829
	67
	
	1854
	21

	1780
	85
	
	1805
	42
	
	1830
	71
	
	1855
	7

	1781
	68
	
	1806
	28
	
	1831
	48
	
	1856
	4

	1782
	38
	
	1807
	10
	
	1832
	28
	
	1857
	23

	1783
	23
	
	1808
	8
	
	1833
	8
	
	1858
	55

	1784
	10
	
	1809
	2
	
	1834
	13
	
	1859
	94

	1785
	24
	
	1810
	0
	
	1835
	57
	
	1860
	96

	1786
	83
	
	1811
	1
	
	1836
	122
	
	1861
	77

	1787
	132
	
	1812
	5
	
	1837
	138
	
	1862
	59

	1788
	131
	
	1813
	12
	
	1838
	103
	
	1863
	44

	1789
	118
	
	1814
	14
	
	1839
	86
	
	1864
	47

	1790
	90
	
	1815
	35
	
	1840
	63
	
	1865
	30

	1791
	67
	
	1816
	46
	
	1841
	37
	
	1866
	16

	1792
	60
	
	1817
	41
	
	1842
	24
	
	1867
	7

	1793
	47
	
	1818
	30
	
	1843
	11
	
	1868
	37

	1794
	41
	
	1819
	24
	
	1844
	15
	
	1869
	74


Tafla 2.4. Árlegur fjöldi sólbletta 1770-1869, talinn með aðferð Wölfers.

2.6.
Leitni

Þegar verið er að rannsaka talnarunur eru þær oft leystar upp í þrjá þætti:

· Langtíma tilhneiging eða leitni, til dæmis síhækkandi gildi.

· Lotubundnar endurtekningar sem meðal annars er hægt að kanna með því að reikna víxlfylgni eða sjálffylgni.

· Önnur dreifing sem lýst er með ferviki, meðaltali og öðrum kennistærðum.

Í kafla 1.5 var fjallað nokkuð ítarlega um það hvernig unnt er að finna beina línu sem jafngildir meðaltali punktasafns, þ.e. þá beinu línu sem punktarnir hafa lægst fervik frá. Með sömu aðferðum má líka fella önnur föll að punktasafninu, til dæmis veldisföll, lógaritmaföll, margliður, og svo framvegis. Þetta er til að mynda einfalt að gera með aðstoð Excel. Þá eru x og y hnit punktanna skráð í sitthvorn dálkinn, dálkarnir síðan ljómaðir og skipunin Insert/Chart/XY Scatter notuð til að teikna línuritið. Síðan er smellt með hægri músarhnapp á einn af punktunum á línuritinu og Add Trendline valið. Þar er síðan hægt að velja milli margvíslegra falla og Options-flipinn á valmyndinni býður okkur að birta jöfnu fallsins og ákvörðunar​stuðulinn r² á línuritinu.

Val á falli til að tákna leitni í gögnum getur verið vandasamt og umdeilanlegt. Þegar til dæmis þarf að velja hæfilegt stig á margliðu er gott að horfa á hversu mikið ákvörðunarstuðullinn hækkar við það að hækka stig margliðunnar. Sömu​leiðis þarf að hafa í huga hvort eitthvert tiltekið reiknilíkan sé skynsamlegra en annað og ekki láta tölurnar taka af okkur völdin. Þetta er best skýrt með dæmi.

Í töflu 2.5 eru upplýsingar um fjölda ferða Flugleiða í áætlunarflugi milli landa 1982-1993. Á mynd 2.7 eru línurit sem sýna þessar tölur ásamt bestu beinu línu og besta fleygboga. Ennfremur er ákvörðunarstuðullinn sýndur á línuritunum.

Ákvörðunarstuðullinn gefur okkur þær upplýsingar að þegar stig margliðunnar hækkar úr einum í tvo lækkar óútskýrður hluti ferviksins úr 31% í 18% sem er tæp​lega helmings lækkun og gæti því réttlætt notkun annars stigs margliðu. En hvort höfum við frekar trú á því að langtíma leitni í fjölda utanlandsferða sé jafn vöxtur eða fleygbogi sem nú ætti að vera á niðurleið? Fyrri skýringin er miklu líklegri og það eru fyrst og fremst áhrif tveggja ára, 1987 og 1988, sem gera fleygbogann að tölfræðilega álitlegum kosti.

	Ár
	1982
	1983
	1984
	1985
	1986
	1987
	1988
	1989
	1990
	1991
	1992

	Fjöldi
	4040
	4402
	4866
	5455
	5773
	7209
	7001
	5776
	6518
	6806
	6742


Tafla 2.5. Fjöldi ferða Flugleiða í áætlunarflugi milli landa 1982-1993.
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Mynd 2.7. Fjöldi flugferða Flugleiða í áætlunarflugi milli landa 1982-1993.


Oft er nauðsynlegt að fjarlæga leitni úr talnasafni áður en hægt er að kanna aðra hluti, til að mynda lotubundnar endurtekningar. Mynd 2.8 sýnir línurit sem búið er til í Excel með því að leggja saman línulega leitni, sinussveiflu og slembitölu*:

Y = X + SIN(X) + RAND()
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Mynd 2.8. Talnaruna sem samanstendur af línulegri leitni, lotubundnum sveiflum og tilviljunarkenndri dreifingu.

Ef svona runa bærist okkur til rannsóknar myndum við vilja reikna sjálffylgni hennar til að athuga betur þær endurtekningar sem vottar fyrir á myndinni. Að þessu sinni skulum við ekki tvöfalda rununa heldur fækka samanburðartölunum með vaxandi hliðrun. Útkoman er sýnd á mynd 2.9. Línulega leitnin yfirgnæfir allt annað í rununni og sjálffylgnin er því sterkt jákvæð þar til hliðrunin er orðin meiri en 10-15 og punktarnir eru orðnir of fáir til að fylgnin sé marktæk. Þó má sjá votta fyrir áhrifum endurtekninga þar sem toppar eru í sjálffylgniferlinum við hliðrun um 6-7 og aftur við 12-13.
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Mynd 2.9. Sjálffylgni talnarununnar á mynd 2.8. Sveiflurnar lengst til hægri á ferlinum stafa af því að samanburðarpunktar eru orðnir of fáir.

Það sem þarf að gera er að fella beina línu að talnarununni, draga þá leitni frá gögnunum og reikna síðan sjálffylgnina. Útkoman er sýnd á mynd 2.10. Nú sést að lengd lotunnar í sveiflunum er rúmlega 6; nánar tiltekið tvö pí eða 6,283...
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Mynd 2.10. Víxlfylgni milli talnarunanna á mynd 2.9 fyrir 15 fyrstu hliðranirnar.

2.7.
Reiknað með Excel

Í kafla 2.5 var gerð grein fyrir því hvernig nota má Excel til að teikna línurit af gögnum og fella síðan að þeim hæfilegan leitniferil. Þetta má einnig framkvæma beint með ýmsum reikniskipunum, en það er full ástæða til að minna á gildi þess að teikna ætíð línurit af þeim gögnum sem verið er að fást við. Áður fyrr þótti mönn​um seinlegt að þurfa að teikna mikið af línuritum af stórum talnasöfnum, en nú getum við hæglega teiknað nýtt línurit eftir hverja einustu meiriháttar reikniaðgerð og umbreytingu á gögnunum. 

Innbyggð föll. Til þess að reikna fylgnistuðulinn r er hægt að nota tvær skipanir, PEARSON og CORREL. Nöfn skipananna skýrast af því að fylgnistuðullinn er á ensku ýmist kallaður Pearson's r eða correlation coefficient. Microsoft mun upp​haflega hafa nefnt þetta fall PEARSON en síðar ákveðið að hafa það líka undir nafninu CORREL. Til þess að reikna ákvörðunarstuðulinn r² beint er hægt að nota fallið RSQ (r squared).

Ýmis Excel-föll er hægt að nota til að fella beina línu að punktasafni með aðferð minnstu fervika. Hér skulu tvær aðferðir nefndar. Föllin SLOPE og INTER​CEPT mynda par; það fyrra skilar hallatölu línunnar en hið síðara gefur skurðpunkt hennar við lóðrétta ásinn. Fallið TREND skilar hins vegar  y-gildum sem svara til tiltekinna x-gilda. Þetta fall getur fundið bestu beina línu sem fer gegnum upphafs​punkt hnitakerfisins.

Viðbótar reiknirit. Reikniritin er að finna á TOOLS/DATA ANALYSIS val​myndinni eins og rakið er í kafla 1.6. Þar er meðal annars að finna skipunina CORRELATION sem reiknar fylgni milli margra talnaruna samtímis og birtir niðurstöðurnar sem þríhyrningsfylki.

2.8.
Sýnidæmi

Fylgni og áhrif. Í töflu 2.6 eru upplýsingar um þéttbýli, tekjur og bílaeign tólf þjóða. Okkur leikur forvitni á að vita að hve miklu leyti bílaeign ræðst af þjóðar​tekjum og að hve miklu leyti hún virðist stjórnast af fjarlægðum milli landsmanna.

	Þjóðríki
	Þéttbýli
	Tekjur
	Bílar
	
	Þjóðríki
	Þéttbýli
	Tekjur
	Bílar

	Austurríki
	94
	20.773
	382
	
	Ítalía
	189
	19.465
	478

	Ástralía
	2
	19.354
	430
	
	Japan
	329
	21.795
	282

	Bandaríkin
	27
	26.438
	568
	
	Kanada
	3
	21.031
	469

	Belgía
	329
	20.792
	387
	
	Lúxemborg
	150
	31.303
	470

	Bretland
	237
	17.776
	361
	
	Noregur
	13
	22.672
	378

	Danmörk
	120
	21.529
	311
	
	Nýja Sjáland
	13
	16.851
	440

	Finnland
	15
	17.787
	386
	
	Portúgal
	107
	12.457
	260

	Frakkland
	105
	19.939
	413
	
	Spánn
	77
	14.226
	307

	Grikkland
	78
	12.174
	169
	
	Sviss
	166
	24.809
	441

	Holland
	372
	19.782
	356
	
	Svíþjóð
	19
	18.673
	418

	Írland
	50
	17.228
	228
	
	Tyrkland
	75
	5.691
	29

	Ísland
	3
	21.938
	464
	
	Þýskaland
	226
	20.497
	480


Tafla 2.6. Þéttbýli, þjóðartekjur og bílaeign í nokkrum þjóðlöndum. Þéttbýli er mælt í fjölda íbúa á ferkílómetra, þjóðartekjur eru mældar í dollurum á mann og bílaeign er mæld í fjölda fólksbíla á hverja þúsund íbúa. Tölurnar eru frá 1995.

Úrlausn: Við sláum gögnin inn í Excel og reiknum fylgnistuðlana. Ef við lýsum upp alla þrjá dálkana í einu (þéttbýli, þjóðartekjur og bílaeign) og köllum á reikni​ritið CORRELATION skilar Excel niðurstöðunni í svona töflu:

	
	Þéttbýli
	Þjóðartekjur
	Bílaeign

	Þéttbýli
	1
	
	

	Þjóðartekjur
	0,1374802
	1
	

	Bílaeign
	-0,0663181
	0,77522784
	1


Það er greinilega talsverð fylgni milli þjóðartekna og bílaeignar,  r = 0,775, þannig að þjóðartekjur ráða miklu um bílaeign eins og vænta mátti. Fylgni milli bílaeignar og þéttbýlis er neikvæð, sem merkir að aukið þéttbýli dregur úr bílaeign, en vegna þess hve fylgnin er lítil, r = –0,066, er ekki ráðlegt að draga ályktanir af henni. Loks sést að lítilsháttar jákvæð fylgni er milli þéttbýlis og þjóðartekna, r = 0,137.

Nánari skoðun á töflu 2.6 leiðir í ljós að bílaeign er minnst 29 bílar á þúsund íbúa (í Tyrklandi) en mest 568 (í Bandaríkjunum). Hve mikið af þessari dreifingu stafar af misháum þjóðartekjum? Ákvörðunarstuðullinn er r² = 0,601 sem þýðir að um 60% af breytileikanum í bílaeign þjóðanna má rekja til misjafnra þjóðartekna.

2.8.
Æfingar

1. Látum x og y vera tvö talnasöfn og r vera fylgnina á milli þeirra. Látum a vera talnasafn með frávikum x frá meðaltali sínu μ(x),
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og b vera talnasafn með frávikum y frá meðaltali sínu
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Hver er fylgnin milli a og b?

Margföldum því næst vektora talnasafnanna a og b með tölunum m og n,
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Hver er nú fylgnin milli a og b? Rökstyðjið svörin.

2. Í töflunni hér fyrir neðan er sýnd meðal-orkunotkun heimila í einu sveitarfélagi (mæld í kílówattstundum á dag) á móti meðalhita (°C), 15 daga í röð. Hversu mikið af breytingum í orkunotkun má skýra með hitasveiflunum? Finnið for​múlu fyrir sambandinu milli hitastigs og orkunotkunar.

	Hitastig
	0,0
	4,5
	4,0
	6,5
	7,0
	4,5
	3,0
	-5,5
	-3,5
	-4,0
	1,0

	Orkunotkun
	70
	57
	60
	63
	57
	66
	67
	107
	96
	88
	80


3. Í töflunni og á línuritinu hér fyrir neðan er sýnd aðsókn að íslenskum og er​lendum kvikmyndum í Reykjavík árin 1990-1997. Lóðréttur kvarði á línuritinu er þúsundir seldra miða á íslenskar myndir en tugþúsundir miða á erlendar myndir. Við fyrstu sýn virðist aukin aðsókn að íslenskum kvikmyndum draga úr aðsókn að erlendum myndum. Er þetta rétt?

	
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996
	1997

	Íslenskar
	11.000
	13.000
	45.000
	41.800
	23.900
	39.000
	54.015
	27.323

	Erlendar
	479.000
	579.000
	560.600
	563.800
	659.200
	626.000
	620.885
	706.894
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4. Í töflunni hér fyrir neðan er sýndur íbúafjöldi Bandaríkjanna (í milljónum) í eina öld. 

	Ár
	1850
	1860
	1870
	1880
	1890
	1900
	1910
	1920
	1930
	1940
	1950

	Íbúar
	23,2
	31,4
	39,8
	50,2
	62,9
	76,0
	92,0
	105,7
	122,8
	131,7
	151,1


Kannið leitnina í fólksfjölguninni með því að fella beina línu, annars stigs margliðu og veldisfall að gögnunum og reikna ákvörðunarstuðulinn. Hvaða fall lýsir best leitninni? 

Notið besta leitnifallið til að spá íbúafjöldanum árið 1840 og árið 1960. Raunverulegur fjöldi bandaríkjamanna þessi ár var 17,1 og 179,3 milljónir.

Spáið því síðan hver íbúafjöldinn muni vera um þessar mundir og berið saman við rétt gildi. (Leitið upplýsinga á bókasafni, í alfræðibókum og á Internetinu).

5. Í töflunum hér fyrir neðan eru vísitala launa 1.1.1994-1.11.1998 og vísitala neysluverðs 1.4.1995-1.12.1997. Reiknið víxlfylgni þeirra með bæði jákvæðri og neikvæðri hliðrun vísitölu neysluverðs. Teiknið línurit af víxlfylgninni. Hvaða ályktanir getum við dregið af niðurstöðunum?

Vísitala launa

	
	Jan
	Feb
	Mar
	Apr
	Maí
	Jún
	Júl
	Ágú
	Sep
	Okt
	Nóv
	Des

	1994
	2882
	2885
	2885
	2887
	2889
	2891
	2891
	2911
	2911
	2914
	2916
	2922

	1995
	2924
	2926
	2928
	2948
	2987
	3002
	3035
	3052
	3055
	3067
	3078
	3086

	1996
	3092
	3098
	3206
	3210
	3221
	3221
	3230
	3232
	3232
	3232
	3235
	3239

	1997
	3239
	3250
	3253
	3256
	3269
	3370
	3427
	3436
	3454
	3456
	3467
	3484

	1998
	3495
	3516
	3674
	3685
	3691
	3701
	3705
	3716
	3727
	3749
	3756
	


Vísitala neysluverðs

	
	Jan
	Feb
	Mar
	Apr
	Maí
	Jún
	Júl
	Ágú
	Sep
	Okt
	Nóv
	Des

	1995
	
	
	
	172
	171,8
	172,1
	172,3
	172,8
	173,5
	174,1
	174,9
	174,3

	1996
	174,2
	174,9
	175,2
	175,5
	175,8
	176,9
	176,7
	176,9
	178
	178,4
	178,5
	178,6

	1997
	177,8
	178,4
	178,5
	178,4
	179,7
	179,4
	179,8
	180,1
	180,6
	181,3
	181,9
	181,7

	1998
	181,4
	182,4
	182
	182,7
	183,1
	183,7
	184
	183,6
	182,6
	182,8
	183,6
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Af hverju er fylgnin +1?
































* Slembitala (random number) er valin af handahófi þannig að tilviljun ræður gildi hennar. Fallið RAND() í Excel skilar slembitölu s á bilinu  0 ≤ s < 1.
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Chart3

		-0.2723288559

		0.3160106115

		0.5455382864

		0.5223857468

		0.3342003906

		0.0652650325

		-0.074554437

		-0.1041627711

		0.0023683513

		0.3097020176

		0.368960743

		0.1337132764

		-0.1341706494

		-0.49161558

		-0.7773317979

		-0.7439803648



Hliðrun

Fylgni



Crosscorrelation

		Víxlfylgni í seltu við yfirborð og botn

		Dagur		Tími		Yfirborð		Botn				Fylgni

		3. júlí		14:30		6.97		11.10				-0.272

				16:00		6.20		11.54				0.316														6.97		11.10

				17:30		5.93		13.12				0.546														6.20		11.54		11.10

				19:00		6.32		13.52				0.522														5.93		13.12		11.54		11.10

				20:30		6.36		13.35				0.334														6.32		13.52		13.12		11.54		11.10

				22:00		6.72		12.83				0.065																		13.52		13.12		11.54

				23:30		6.80		13.31				-0.075														7.45		12.33				13.52		13.12

		4. júlí		1:00		6.90		13.02				-0.104														7.47		12.40		12.33				13.52

				2:30		7.14		12.14				0.002														7.47		12.14		12.40		12.33

				4:00		6.91		12.44				0.310														6.97				12.14		12.40		12.33
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				7:00		6.74		12.79				0.134														5.93								12.14

				8:30		7.20		13.46				-0.134																-0.27		0.32		0.55		0.52

				10:00		7.45		12.33				-0.492

				11:30		7.47		12.40				-0.777

				13:00		7.47		12.14				-0.744
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		9		0.4121184852		1.4403499392		6.3524684244		6.3524684244		0.8637008767		8
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Sheet1

						Íslenskar		Erl		Ár		Íslenskar		Erlendar

		1990		490,000		11,000		479,000		1990		11.0		47.9

		1991		592,000		13,000		579,000		1991		13.0		57.9

		1992		605,600		45,000		560,600		1992		45.0		56.1

		1993		605,600		41,800		563,800		1993		41.8		56.4

		1994		683,100		23,900		659,200		1994		23.9		65.9

		1995		665,000		39,000		626,000		1995		39.0		62.6

		1996		674,900		54,015		620,885		1996		54.0		62.1

		1997		734,217		27,323		706,894		1997		27.3		70.7						11,000		13,000		45,000		41,800		23,900		39,000		54,015		27,323

																				479,000		579,000		560,600		563,800		659,200		626,000		620,885		706,894
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kvikm4

		Aðsókn og andvirði seldra aðgöngumiða að kvikmyndum sýndum 1990–1997 eftir framleiðandalandi/svæðum 1)

		Attendance and Gross Box Office Revenue of films shown 1990–1997 according to country/region of origin

		Aðsókn Attendance								Þar af Thereof

				Alls		Íslenskar		Erlendar		Norrænar		Evrópskar aðrar		Bandarískar		Aðrar

				Total		Icelandic		Foreign		Scandinavian		European other		U.S.		Other

		Landið allt Whole country

		1996		1,434,440		86,771		1,347,669		…		…		…		…

		1997		1,477,447		38,420		1,439,027		…		…		…		…

		Reykjavík

		1990		1,225,692		19,683		1,206,009		…		…		…		…

		1991		1,315,606		21,518		1,294,088		…		…		…		…

		1992		1,299,412		68,889		1,230,523		…		…		…		…

		1993		1,224,953		64,287		1,160,666		…		…		…		…

		1994		1,239,145		32,466		1,206,679		…		…		…		…

		1995		1,198,474		52,194		1,146,280		…		…		…		…

		1996		1,284,998		80,560		1,204,438		14,484		73,385		1,114,973		1,596

		1997		1,330,302		37,350		1,292,952		11,783		157,941		1,107,374		15,854

		Utan Reykjavíkur Outside Reykjavík

		1996		149,442		6,211		143,231		…		…		…		…

		1997		147,145		1,070		146,075		…		…		…		…

		Andvirði seldra aðgöngumiða í þús. kr. 2)

		Gross Box Office Revenue in thous. ISK.

		Landið allt Whole country

		1996		735,621		58,494		677,127		…		…		…		…

		1997		800,389		28,056		772,333		…		…		…		…

		Reykjavík

		1990		490,000		11,000		479,000		…		…		…		…

		1991		592,000		13,000		579,000		…		…		…		…

		1992		605,600		45,000		560,600		…		…		…		…

		1993		605,600		41,800		563,800		…		…		…		…

		1994		683,100		23,900		659,200		…		…		…		…

		1995		665,000		39,000		626,000		…		…		…		…

		1996		674,900		54,015		620,885		7,376		37,541		575,230		738

		1997		734,217		27,323		706,894		5,956		89,689		602,160		9,089

		Utan Reykjavíkur Outside Reykjavík

		1996		60,721		4,479		56,242		…		…		…		…

		1997		66,172		733		65,439		…		…		…		…

		1) Að sérsýndum myndum frátöldum. Released films only.

		2) Tölur eru áætlaðar fyrir árin 1990-1994 út frá meðal aðgöngumiðaverði. Estimates for 1985-1994.
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		x		sin x		rand		sum		copy		corr

		1		0.8414709848		1.2994983067		2.6409692915		2.6409692915		1		0

		2		0.9092974268		0.9465439302		2.855841357		2.855841357		0.9454745275		1

		3		0.1411200081		0.4305923112		2.0717123193		2.0717123193		0.9015044517		2

		4		-0.7568024953		1.2697423215		2.5129398262		2.5129398262		0.8369731351		3

		5		-0.9589242747		0.5619938584		2.1030695838		2.1030695838		0.8381715987		4

		6		-0.2794154982		1.7643378178		4.4849223196		4.4849223196		0.897561502		5

		7		0.6569865987		1.9843628621		6.1413494608		6.1413494608		0.9502576513		6

		8		0.9893582466		0.8503225431		5.8396807897		5.8396807897		0.9392306064		7

		9		0.4121184852		1.4403499392		6.3524684244		6.3524684244		0.8637008767		8

		10		-0.5440211109		0.0994069281		4.5553858172		4.5553858172		0.7462317789		9

		11		-0.9999902066		0.6980944784		5.1981042719		5.1981042719		0.7264599176		10

		12		-0.536572918		0.408526699		5.871953781		5.871953781		0.7307481364		11

		13		0.4201670368		0.563364727		7.4835317638		7.4835317638		0.8612302142		12

		14		0.9906073557		1.2276379014		9.2182452571		9.2182452571		0.870483174		13

		15		0.6502878402		1.0544836503		9.2047714905		9.2047714905		0.7279966363		14

		16		-0.2879033167		0.5065836729		8.2186803563		8.2186803563		0.6371228906		15

		17		-0.9613974919		1.5809059204		9.1195084285		9.1195084285		0.42318828		16

		18		-0.7509872468		0.4996982006		8.7487109538		8.7487109538		0.4776954184		17

		19		0.1498772097		1.9586818903		11.6085591		11.6085591		0.3008349593		18

		20		0.9129452507		0.637498915		11.5504441657		11.5504441657		0.2047251672		19

		21		0.8366556385		1.1041442293		12.4407998678		12.4407998678		-0.6194303389		20

		22		-0.0088513093		0.2231295271		11.2142782178		11.2142782178		-0.4105945373		21

		23		-0.8462204042		1.7777393807		12.4315189766		12.4315189766		1		22

		24		-0.905578362		1.6011122991		12.6955339371		12.6955339371				23

		0								2.1409692915		2.1409692915		1

		1								1.855841357		1.855841357		0.2926707232

		2								0.5717123193		0.5717123193		-0.1788309074

		3								0.5129398262		0.5129398262		-0.7620801909

		4								-0.3969304162		-0.3969304162		-0.5125272166

		5								1.4849223196		1.4849223196		0.1792020905

		6								2.6413494608		2.6413494608		0.6457582181

		7								1.8396807897		1.8396807897		0.5381960172

		8								1.8524684244		1.8524684244		0.0475398581

		9								-0.4446141828		-0.4446141828		-0.7078605812

		10								-0.3018957281		-0.3018957281		-0.5236385707

		11								-0.128046219		-0.128046219		-0.1981727357

		12								0.9835317638		0.9835317638		0.5660935479

		13								2.2182452571		2.2182452571		0.6522960629

		14								1.7047714905		1.7047714905		0.1202970193

		15								0.2186803563		0.2186803563		-0.4389805924

		16								0.6195084285		0.6195084285		-0.7216716423

		17								-0.2512890462		-0.2512890462		-0.1158040322

		18								2.1085591		2.1085591		0.4516016472

		19								1.5504441657		1.5504441657		0.7831512074

		20								1.9407998678		1.9407998678		0.3440115346

		21								0.2142782178		0.2142782178		-0.358168588

		22								0.9315189766		0.9315189766

		23								0.6955339371		0.6955339371
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		x		sin x		rand		sum		copy		corr

		1		0.8414709848		1.2994983067		2.6409692915		2.6409692915		1		0

		2		0.9092974268		0.9465439302		2.855841357		2.855841357		0.9454745275		1

		3		0.1411200081		0.4305923112		2.0717123193		2.0717123193		0.9015044517		2

		4		-0.7568024953		1.2697423215		2.5129398262		2.5129398262		0.8369731351		3

		5		-0.9589242747		0.5619938584		2.1030695838		2.1030695838		0.8381715987		4

		6		-0.2794154982		1.7643378178		4.4849223196		4.4849223196		0.897561502		5

		7		0.6569865987		1.9843628621		6.1413494608		6.1413494608		0.9502576513		6

		8		0.9893582466		0.8503225431		5.8396807897		5.8396807897		0.9392306064		7

		9		0.4121184852		1.4403499392		6.3524684244		6.3524684244		0.8637008767		8

		10		-0.5440211109		0.0994069281		4.5553858172		4.5553858172		0.7462317789		9

		11		-0.9999902066		0.6980944784		5.1981042719		5.1981042719		0.7264599176		10

		12		-0.536572918		0.408526699		5.871953781		5.871953781		0.7307481364		11

		13		0.4201670368		0.563364727		7.4835317638		7.4835317638		0.8612302142		12

		14		0.9906073557		1.2276379014		9.2182452571		9.2182452571		0.870483174		13

		15		0.6502878402		1.0544836503		9.2047714905		9.2047714905		0.7279966363		14

		16		-0.2879033167		0.5065836729		8.2186803563		8.2186803563		0.6371228906		15

		17		-0.9613974919		1.5809059204		9.1195084285		9.1195084285		0.42318828		16

		18		-0.7509872468		0.4996982006		8.7487109538		8.7487109538		0.4776954184		17

		19		0.1498772097		1.9586818903		11.6085591		11.6085591		0.3008349593		18

		20		0.9129452507		0.637498915		11.5504441657		11.5504441657		0.2047251672		19

		21		0.8366556385		1.1041442293		12.4407998678		12.4407998678		-0.6194303389		20

		22		-0.0088513093		0.2231295271		11.2142782178		11.2142782178		-0.4105945373		21

		23		-0.8462204042		1.7777393807		12.4315189766		12.4315189766		1		22

		24		-0.905578362		1.6011122991		12.6955339371		12.6955339371				23

		0								2.1409692915		2.1409692915		1

		1								1.855841357		1.855841357		0.2926707232

		2								0.5717123193		0.5717123193		-0.1788309074

		3								0.5129398262		0.5129398262		-0.7620801909

		4								-0.3969304162		-0.3969304162		-0.5125272166

		5								1.4849223196		1.4849223196		0.1792020905

		6								2.6413494608		2.6413494608		0.6457582181

		7								1.8396807897		1.8396807897		0.5381960172

		8								1.8524684244		1.8524684244		0.0475398581

		9								-0.4446141828		-0.4446141828		-0.7078605812

		10								-0.3018957281		-0.3018957281		-0.5236385707

		11								-0.128046219		-0.128046219		-0.1981727357

		12								0.9835317638		0.9835317638		0.5660935479

		13								2.2182452571		2.2182452571		0.6522960629

		14								1.7047714905		1.7047714905		0.1202970193

		15								0.2186803563		0.2186803563		-0.4389805924

		16								0.6195084285		0.6195084285		-0.7216716423

		17								-0.2512890462		-0.2512890462		-0.1158040322

		18								2.1085591		2.1085591		0.4516016472

		19								1.5504441657		1.5504441657		0.7831512074

		20								1.9407998678		1.9407998678		0.3440115346

		21								0.2142782178		0.2142782178		-0.358168588

		22								0.9315189766		0.9315189766

		23								0.6955339371		0.6955339371
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								y-pred		error

		82		5.2				5.9		-0.7

		84		7.0				6.1		0.9

		86		5.4				6.2		-0.8

		91		7.5				6.6		0.9

		92		6.7				6.7		0.0

		93		7.3				6.8		0.5

		94		6.7				6.9		-0.2

		98		7.8				7.2		0.6

		96		6.5				7.0		-0.5

		100		7.0				7.3		-0.3

		96		6.7				7.0		-0.3

		104		7.5				7.6		-0.1

		108		7.7				8.0		-0.3

		111		8.6				8.2		0.4

		117		8.5				8.7		-0.2

		0.8157099979		corr

		0.6653828007		det

		average =		7.07						0.00

		varp =		0.85						0.28

		stdevp =		0.92						0.53
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		0.6666666667		0.6666666667

		0.7291666667		0.7291666667

		0.7916666667		0.7916666667

		0.8541666667		0.8541666667

		0.9166666667		0.9166666667

		0.9791666667		0.9791666667

		1.0416666667		1.0416666667

		1.1041666667		1.1041666667

		1.1666666667		1.1666666667

		1.2291666667		1.2291666667

		1.2916666667		1.2916666667

		1.3541666667		1.3541666667

		1.4166666667		1.4166666667

		1.4791666667		1.4791666667

		1.5416666667		1.5416666667



Tími

Selta

6.97

11.1

6.2

11.54

5.93

13.12

6.32

13.52

6.36

13.35

6.72

12.83

6.8

13.31

6.9

13.02

7.14

12.14

6.91

12.44

6.76

12.6

6.74

12.79

7.2

13.46

7.45

12.33

7.47

12.4

7.47

12.14



Crosscorrelation

		Víxlfylgni í seltu við yfirborð og botn

		Dagur		Tími		Yfirborð		Botn				Fylgni

		3. júlí		14:30		6.97		11.10				-0.272

				16:00		6.20		11.54				0.316														6.97		11.10

				17:30		5.93		13.12				0.546														6.20		11.54		11.10

				19:00		6.32		13.52				0.522														5.93		13.12		11.54		11.10

				20:30		6.36		13.35				0.334														6.32		13.52		13.12		11.54		11.10

				22:00		6.72		12.83				0.065																		13.52		13.12		11.54

				23:30		6.80		13.31				-0.075														7.45		12.33				13.52		13.12

		4. júlí		1:00		6.90		13.02				-0.104														7.47		12.40		12.33				13.52

				2:30		7.14		12.14				0.002														7.47		12.14		12.40		12.33

				4:00		6.91		12.44				0.310														6.97				12.14		12.40		12.33

				5:30		6.76		12.60				0.369														6.20						12.14		12.40

				7:00		6.74		12.79				0.134														5.93								12.14

				8:30		7.20		13.46				-0.134																-0.27		0.32		0.55		0.52

				10:00		7.45		12.33				-0.492

				11:30		7.47		12.40				-0.777

				13:00		7.47		12.14				-0.744
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Sólblettir

		Fjöldi sólbletta 1770-1869

		Ár		Blettir				Afrit		Hliðrun		Fylgni

		1770		101				101		0		1.00

		1771		82				82		1		0.82

		1772		66				66		2		0.43

		1773		35				35		3		0.06

		1774		31				31		4		-0.20

		1775		7				7		5		-0.29

		1776		20				20		6		-0.22

		1777		92				92		7		-0.04

		1778		154				154		8		0.19

		1779		125				125		9		0.38

		1780		85				85		10		0.44

		1781		68				68		11		0.39

		1782		38				38		12		0.26

		1783		23				23		13		0.09

		1784		10				10		14		-0.05

		1785		24				24		15		-0.12

		1786		83				83		16		-0.13

		1787		132				132		17		-0.09

		1788		131				131		18		-0.06

		1789		118				118		19		-0.05

		1790		90				90		20		-0.05

		1791		67				67		21		-0.03

		1792		60				60		22		-0.02

		1793		47				47		23		-0.04

		1794		41				41		24		-0.10

		1795		21				21		25		-0.17

		1796		16				16		26		-0.21

		1797		6				6		27		-0.20

		1798		4				4		28		-0.16

		1799		7				7		29		-0.09

		1800		14				14		30		-0.03

		1801		34				34		31		-0.01

		1802		45				45		32		-0.01

		1803		43				43		33		-0.05

		1804		48				48		34		-0.13

		1805		42				42		35		-0.24

		1806		28				28		36		-0.32

		1807		10				10		37		-0.32

		1808		8				8		38		-0.22

		1809		2				2		39		-0.09

		1810		0				0		40		0.06

		1811		1				1		41		0.18

		1812		5				5		42		0.19

		1813		12				12		43		0.09

		1814		14				14		44		-0.05

		1815		35				35		45		-0.16

		1816		46				46		46		-0.18

		1817		41				41		47		-0.12

		1818		30				30		48		-0.01

		1819		24				24		49		0.10

		1820		16				16		50		0.15

		1821		7				7		51		0.10

		1822		4				4		52		-0.01

		1823		2				2		53		-0.12

		1824		8				8		54		-0.18

		1825		17				17		55		-0.16

		1826		36				36		56		-0.05

		1827		50				50		57		0.09

		1828		62				62		58		0.19

		1829		67				67		59		0.18

		1830		71				71		60		0.06

		1831		48				48		61		-0.09

		1832		28				28		62		-0.22

		1833		8				8		63		-0.32

		1834		13				13		64		-0.32

		1835		57				57		65		-0.24

		1836		122				122		66		-0.13

		1837		138				138		67		-0.05

		1838		103				103		68		-0.01

		1839		86				86		69		-0.01

		1840		63				63		70		-0.03

		1841		37				37		71		-0.09

		1842		24				24		72		-0.16

		1843		11				11		73		-0.20

		1844		15				15		74		-0.21

		1845		40				40		75		-0.17

		1846		62				62		76		-0.10

		1847		98				98		77		-0.04

		1848		124				124		78		-0.02

		1849		96				96		79		-0.03

		1850		66				66		80		-0.05

		1851		64				64		81		-0.05

		1852		54				54		82		-0.06

		1853		39				39		83		-0.09

		1854		21				21		84		-0.13

		1855		7				7		85		-0.12

		1856		4				4		86		-0.05

		1857		23				23		87		0.09

		1858		55				55		88		0.26

		1859		94				94		89		0.39

		1860		96				96		90		0.44

		1861		77				77		91		0.38

		1862		59				59		92		0.19

		1863		44				44		93		-0.04

		1864		47				47		94		-0.22

		1865		30				30		95		-0.29

		1866		16				16		96		-0.20

		1867		7				7		97		0.06

		1868		37				37		98		0.43

		1869		74				74		99		0.82
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Sólblettir

		Fjöldi sólbletta 1770-1869

		Ár		Blettir				Afrit		Hliðrun		Fylgni

		1770		101				101		0		1.00

		1771		82				82		1		0.82

		1772		66				66		2		0.43

		1773		35				35		3		0.06

		1774		31				31		4		-0.20

		1775		7				7		5		-0.29

		1776		20				20		6		-0.22

		1777		92				92		7		-0.04

		1778		154				154		8		0.19

		1779		125				125		9		0.38

		1780		85				85		10		0.44

		1781		68				68		11		0.39

		1782		38				38		12		0.26

		1783		23				23		13		0.09

		1784		10				10		14		-0.05

		1785		24				24		15		-0.12

		1786		83				83		16		-0.13

		1787		132				132		17		-0.09

		1788		131				131		18		-0.06

		1789		118				118		19		-0.05

		1790		90				90		20		-0.05
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		1804		48				48		34		-0.13
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		1831		48				48		61		-0.09

		1832		28				28		62		-0.22

		1833		8				8		63		-0.32

		1834		13				13		64		-0.32

		1835		57				57		65		-0.24

		1836		122				122		66		-0.13

		1837		138				138		67		-0.05

		1838		103				103		68		-0.01

		1839		86				86		69		-0.01

		1840		63				63		70		-0.03

		1841		37				37		71		-0.09

		1842		24				24		72		-0.16

		1843		11				11		73		-0.20

		1844		15				15		74		-0.21

		1845		40				40		75		-0.17

		1846		62				62		76		-0.10

		1847		98				98		77		-0.04

		1848		124				124		78		-0.02

		1849		96				96		79		-0.03

		1850		66				66		80		-0.05

		1851		64				64		81		-0.05

		1852		54				54		82		-0.06

		1853		39				39		83		-0.09

		1854		21				21		84		-0.13

		1855		7				7		85		-0.12

		1856		4				4		86		-0.05

		1857		23				23		87		0.09

		1858		55				55		88		0.26

		1859		94				94		89		0.39

		1860		96				96		90		0.44

		1861		77				77		91		0.38

		1862		59				59		92		0.19

		1863		44				44		93		-0.04

		1864		47				47		94		-0.22

		1865		30				30		95		-0.29

		1866		16				16		96		-0.20

		1867		7				7		97		0.06

		1868		37				37		98		0.43

		1869		74				74		99		0.82
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