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Kafli 4

Úrtak og þýði

Tveir kennarar ætla að kanna dreifingu einkunna hjá nemendum í skóla nokkrum. Hvor um sig velur af handahófi einkunnir tíu nemenda og reiknar út meðaltal og staðalfrávik þeirra. Báðir eru sannfærðir um að reikningar þeirra gefi til kynna hvernig einkunnir dreifast í skólanum, en þegar niðurstöðurnar eru bornar saman reynast þær talsvert ólíkar.

Svona hegðun talna mætir okkur hvarvetna þegar við tökum sýnishorn til rann​sókna, veljum úrtak kjósenda í skoðanakönnun eða framkvæmum mælingar með umtalsverðri skekkju. Fyrir okkur vakir að afla upplýsinga um tiltekna stærð sem hefur eitthvert ákveðið, óþekkt gildi. Við gerum ítrekaðar athuganir, en niður​stöðum þeirra ber ekki fyllilega saman. Hvað getum við þá sagt um hina óþekktu stærð? Hvert er sambandið milli mælistærða úrtaks og kennistærða þýðisins sem úrtakið tilheyrir? Um það verður fjallað hér á eftir.

4.1
Meðaltal úrtaks

Lítum á eitthvert þýði, til dæmis allar þær útkomur sem hugsanlegt er að fá þegar n peningum er kastað. Þýðið breytist ekki; líkurnar á hverri útkomu eru fastákveðnar, og það hefur því fast meðaltal sem er táknað með með μ. Ef við ritum tölurnar í þýðinu {X1, X2, ..., Xm} og líkurnar á því að fá hverja þeirra sem útkomu úr kasti P1, P2, ..., Pm þá er meðaltal þýðisins 
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Þegar peningunum er kastað verður útkoman ein tala úr þýðinu, x1, og tilviljun ræður því hver hún er. Við köstum aftur og fáum aðra tölu, x2. Fyrirfram er ekki hægt að vita hvaða tala kemur næst, en til lengdar endurspegla þær líkurnar á bak við gildin í þýðinu. Þannig stærðir nefnum við handahófstölur eða slembistærðir.
Ef við köstum peningunum nokkrum sinnum fáum við úrtak úr þýðinu. Til þess að áætla meðaltalið í þýðinu reiknum við meðaltal í úrtakinu. Ætli það sé rétt mat? Við köstum peningunum nokkrum sinnum aftur og reiknum nýtt meðaltal. Nei, það er ekki alveg það sama, því miður. Meðaltal úrtaksins er nefnilega líka slembistærð. 
Til þess að undirstrika muninn á þýði og úrtaki eru kennistærðir þýðis táknaðar með grískum bókstöfum, μ og σ , en meðaltal og fervik úrtaks með arabískum stöfum. Fervik úrtaks er jafnan ritað s² og staðalfrávikið s, en meðaltalið er gjarnan táknað með þverstriki yfir breytuheitið. Þannig ritum við meðaltal úrtaksins {x1, x2, ..., xn} sem
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Enda þótt meðaltal úrtaks sé slembitala þá stjórnast hún samt af líkindum í þýðinu. Til lengdar, þegar peningunum hefur verið kastað mjög oft, verður tíðni einstakra talna í úrtakinu í samræmi við líkurnar á að fá þá útkomu úr kastinu. Það þýðir að til lengdar stefnir meðaltal úrtaksins á meðaltal þýðisins. Þetta væntanlega lang​tímagildi nefnum við vongildi slembitölunnar x og ritum
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4.2
Vongildi

Vongildi meðaltals úrtaks er meðaltal þýðisins sem það tilheyrir. Þetta merkir að besta leiðin til að áætla meðaltal þýðis er að reikna meðaltal úrtaksins. Einfaldara gæti það ekki verið! Þegar hins vegar kemur að því að reikna fervikið og aðrar töl​fræðilegar stærðir verður málið flóknara. 

Til þess að gera grein fyrir málinu þarf að reikna dálítið með vongildum og því byrjum við á að setja fram reiknireglur um vongildi. Með því að hafa í huga að vongildið er skilgreint sem samlagning allra staka í talnasafni (hvort sem þau eru öll til reiðu og sú samlagning framkvæmanleg eða ekki) ættu eftirfarandi reglur að vera nokkuð augljósar:

Látum x og y vera slembistærðir og a vera fasta. Þá gildir að

	1:
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	Vongildi fasta er fastinn sjálfur
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	Fasta má taka út fyrir vongildið

	3:
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	Vongildi er reiknað lið fyrir lið


Við skulum líta á hvernig þessum reglum má beita til að umrita skilgreiningu á ferviki úrtaks. Nú eru að vísu tvö meðaltöl komin í spilið, 
[image: image7.wmf]x

 og 
[image: image8.wmf]m

, meðaltöl úr​taks og þýðis. Áhugi okkar beinist yfirleitt að því að áætla fervik frá 
[image: image9.wmf]m

, en venju​lega höfum við einungis tök á að reikna fervikið frá 
[image: image10.wmf]x

. Þessi tvö fervik eru ekki jafn stór (nema þegar 
[image: image11.wmf]x

 og 
[image: image12.wmf]m

 eru af tilviljun nákvæmlega sama talan!). Við byrjum hér á að skilgreina fervik út frá meðaltali þýðisins, en í kafla 4.4 er sýnt hvernig það er reiknað út frá meðaltali úrtaksins.

Fervik úrtaks frá meðaltali þýðis er skilgreint sem vongildið 
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Við skulum nota reiknireglurnar um vongildi til að umrita formúluna þannig að hún innihaldi ekki μ (sem er kennistærð þýðisins) heldur bara x, tölurnar í úrtakinu. Fyrst er margfaldað upp úr annars veldis sviganum
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og vongildið reiknað lið fyrir lið (regla 3):
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Næst beitum við reglum 2 og 1 á liði tvö og þrjú
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og þar sem 
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 getum við umritað þetta og einfaldað:
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Að því búnu er skilgreiningin á ferviki úrtaks frá meðaltali þýðis rituð án þess að vísa út fyrir stökin í úrtakinu:
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4.3
Meðaltal í úrtökum
Það var áður nefnt, í kafla 4.1, að meðaltal úrtaks væri slembistærð. Með öðrum orðum sagt, ef við tökum nokkur úrtök úr sama þýði og reiknum meðaltal hvers úrtaks fyrir sig, 
[image: image20.wmf]x

, þá er sú tala slembistærð. Við höfum áhuga á að vita hvernig er háttað dreifingu þessarar stærðar 
[image: image21.wmf]x

 því oft þurfum við að bera saman kennistærðir tveggja úrtaka og spyrja til að mynda hvort þau virðist tilheyra sama þýði.

Eins og áður hefur verið sagt er vongildi meðaltals hvers úrtaks meðaltal þýðis​ins. Samlagning meðaltalanna er sambærileg við samlagningu allra staka í öllum úrtökum, þannig að vongildi meðaltalanna er líka meðaltal þýðisins,
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En hvernig dreifast meðaltöl úrtakanna? Hvert er fervik þeirrar slembistærðar? Við byrjum á að skoða áhrif margföldunar staka á meðaltal og fervik úrtaks.

Látum {x1, x2, ...} vera talnasafn með meðaltal 
[image: image23.wmf]m

 og fervik 
[image: image24.wmf]2

 

s

 og látum y vera slembistærð sem búin er til með því að velja eitt x úr safninu og margfalda með n. Vongildi y er þá
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og vongildi ferviks y er
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Margfeldisstuðullinn skilar sér í fyrsta veldi inn í meðaltalið en í öðru veldi í fer​vikið, eins og vænta mátti. Þegar slembistærð er búin til með því að leggja saman nokkur gildi úr þýðinu og reikna meðaltal þeirra verður þetta samband eins; fjöldi stakanna skilar sér í fyrsta veldi inn í meðaltalið (1/n) en í öðru veldi inn í fervikið (1/n²).* Með þessa reglu í vopnabúrinu er hægt að reikna fervik meðaltalsins.

Lítum á slembibreytuna 
[image: image27.wmf]x

 sem er skilgreind sem 
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Vongildi hennar er 
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en vongildi ferviks 
[image: image30.wmf]x

 tekur sem fyrr er sagt með sér fastann 1/n²:
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Á mæltu máli táknar þetta að meðaltal úrtaks verður betra mat á meðaltali þýðis þegar úrtakið stækkar. Tökum dæmi: Talnasafn hefur fervik σ² = 10. Við tökum eitt sýnishorn x úr talnasafninu og notum það sem ágiskun um meðaltalið. Vongildi ferviks þessarar ágiskunar er auðvitað fervik talnasafnsins, 
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Næst tökum við fimm tölur úr safninu, reiknum meðaltal þeirra, 
[image: image33.wmf]x

, og notum það sem ágiskun um meðaltal talnasafnsins. Vongildi ferviks þeirrar ágiskunar er
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4.4
Fervik úrtaks

Ef við hefðum úrtak {x1, x2, ..., xn} úr þýði með þekktu meðaltali en upplýsingar vantaði um fervikið, þá væri lítill vandi að meta það:
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Yfirleitt er þó meðaltal þýðisins 
[image: image36.wmf]m

 óþekkt og við viljum nota meðaltal úrtaksins 
[image: image37.wmf]x

 í stað þess. Líklega er þó 
[image: image38.wmf]x

 ekki nákvæmlega sama talan og 
[image: image39.wmf]m

 og fervik þess​ara tveggja meðaltala frá úrtakinu því ekki hið sama. Hverju munar? Við rifjum upp að meðaltal talnasafns er sú tala sem hefur lægst fervik frá tölunum í safninu. Það merkir að 
[image: image40.wmf]x

 er sú tala sem hefur lægst fervik frá tölunum í úrtakinu og það fervik er því minna eða jafnt ferviki 
[image: image41.wmf]m

 frá úrtakinu.

Til að fá rétt mat á ferviki þýðisins þurfum við því að deila í kvaðrata-summuna með aðeins lægri tölu en n, nánar tiltekið með n – 1 (sem nefnist frítala úrtaksins). Formúla til að áætla fervik þýðisins út frá tölum í úrtaki er því svona:
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Þessi formúla er oft sett fram sem einhvers konar reynsluvísindi en það er ekki rétt því hana má hæglega sanna með vongildisreikningum og verður nú gert. Sönnunin er sú lengsta í þessari bók en formúlan er líka ein sú mest notaða í allri tölfræði.

Formúlan er sönnuð með því að sýna fram á að vongildi hennar jafngildi ferviki þýðisins:
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Fyrst flytjum við fastann (n-1) út úr vongildinu og skjótum 
[image: image44.wmf]m
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og umritum það sem stendur vinstra megin við jafnaðarmerkið sem tvo sviga. Til þess að gera jöfnurnar læsilegri er summumerkið ritað án teljara, en það stendur áfram fyrir sömu summu:
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Næst er margfaldað upp úr annars veldis sviganum og sérstakt summumerki ritað fyrir hvern lið:
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Þátturinn 
[image: image48.wmf](
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 er fasti og hann má taka út úr annarri og þriðju summu. Í þriðju summu stendur þá eftir n sinnum summan af 1, sem er n:
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Samkvæmt skilgreiningu á meðaltali er 
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 þannig að seinni summuna má umrita 
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 og þá fæst:
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Næst drögum við saman og einföldum:
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Síðan ritum við vinstri hliðina sem tvö vongildi 
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og víxlum summu- og vongildis merkjunum í fyrsta liðnum, því vongildið má reikna lið fyrir lið:
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Nú er þess að gæta að fyrra vongildið er skilgreining á ferviki úrtaks frá meðaltali þýðis
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en seinna vongildið er skilgreining á ferviki meðaltals úrtaks frá meðaltali safns
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Þá fæst að lokum
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og formúlan er sönnuð!

Á þessari nýsönnuðu formúlu fyrir ferviki úrtaks,
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er hins vegar sami reikningslegi galli og rætt var um í kafla 1.3 varðandi fervik talnasafns: Við þurfum að fara tvisvar í gegnum allar tölurnar í úrtakinu, fyrst til þess að finna meðaltalið og síðan til að reikna fervikið. Formúluna umritum við því á sama hátt og gert var með fervik talnasafns og þá verður hún
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4.5
Helstu niðurstöður

Hér að framan hefur verið kannað með stærðfræðilegum hætti hvaða ályktanir megi draga af eiginleikum úrtaks um kennistærðir þýðis. Við getum dregið helstu niðurstöðurnar af þeim athugunum saman í þrjár reglur:

1. Meðaltal úrtaks 
[image: image62.wmf]x

 er besta mat á meðaltali þýðis 
[image: image63.wmf]m


2. Meðaltal úrtaks er slembistærð. Fervik hennar er  
[image: image64.wmf]n
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3. Þegar meðaltal þýðis 
[image: image65.wmf]m

 er óþekkt verður besta mat á ferviki þýðisins
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4.6
Reiknað með Excel

Um reikninga á kennistærðum úrtaka gildir auðvitað margt það sama og sagt var í kafla 1.6 um kennistærðir talnasafna yfirleitt. Til viðbótar þeim skipunum sem þar eru kynntar hefur Excel innbyggð föllin STDEV og VAR* sem reikna staðalfrávik og fervik úrtaks, þ.e. deila með (n – 1). Þá er rétt að ítreka það sem sagt var í kafla 1.6, að viðbótar-reikniritið DESCRIPTIVE STATISTICS er miðað við reikninga á úrtaki og skilar því réttum niðurstöðum hér.

4.7
Sýnidæmi

Meðaltöl í úrtökum og fervik þeirra. Í talnasafni eru stökin 3, 4, 5, 8, 10. Lítum á öll hugsanleg úrtök sem fást með því að velja tvisvar tölu úr safninu (má vera sama talan í bæði skiptin). Reiknum meðaltal og fervik safnsins og úrtakanna og athug​um dreifingu meðaltala úrtakanna.

Úrlausn: Meðaltal og fervik talnasafnsins (þýðisins) er auðreiknað:
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Með því að mega velja sama stakið tvisvar er fjöldi mögulegra úrtaka 5(5 = 25: 
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Meðaltöl úrtakanna 
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og meðaltal þeirra meðaltala er 
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sem staðfestir það sem sagt var í kafla 4.1 að vongildi meðaltals úrtakanna væri meðaltal þýðisins. 

Fervik dreifingar meðaltala úrtakanna er reiknuð með því að draga fyrst μ = 6,0 frá hverju meðaltali 
[image: image71.wmf]x

, hefja mismuninn í annað veldi
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leggja útkomurnar saman og deila með 25. Útkoman er
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Þetta stemmir við það sem sagt var í kafla 4.3 að vongildi ferviks 
[image: image73.wmf]x

 væri
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4.8
Æfingar

1. Ég hef veitt nokkrar randaflugur, vigtað þær og reiknað meðalþyngdina. Hvað er átt við með því að þetta meðaltal hafi dreifingu og fervik?

2. Meðaleinkunn tveggja bekkja á þýskuprófi var borin saman til að athuga hvort einhver munur sé á þýskukunnáttu í bekkjunum. Hvert er þýði þessara úrtaka? Hvað segir samanburður á meðaleinkunn okkur?

3. Hvað finnst þér um að áætla meðalfjölskyldustærð á Íslandi með því að reikna út meðalfjölskyldustærð í bekknum þínum? Rökstyddu svarið.

4. Í talnasafni með 1000 stökum hafa 500 stök gildið 1 og 500 stök hafa gildið 0. Sýndu fram á að meðalgildi safnsins sé 
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 og fervik þess sé 
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. Nú eru tekin tíu sýni úr talnasafninu, hvert með tíu stökum. Hvaða meðaltali megum við eiga von á í sýnunum? Hvert er væntanlegt fervik í dreifingu þess​ara meðaltala?

5. Í talnasafni eru 1000 stök með gildið 1 og 2000 með gildið 0. Reiknið μ og σ. Sýni með 25 stökum er tekið úr safninu. Hvert er staðalfrávikið fyrir dreifingu meðaltals í sýninu? Hvað þarf sýnið að vera stórt til þess að þetta staðalfrávik verði minna en 0,001?

6. Hversu mikið þarf að auka stærð sýnis til þess að minnka staðalfrávik meðal​tals sýnisins um 50%? Um 75%? Um 87,5%? Um 93,75%?




























Er það augljóst?
































* Þetta er ekki sönnun heldur staðhæfing. Til þess að sanna þetta formlega þarf að fara út í viðameiri reikninga sem ekki bæta miklu við skilninginn á umræðuefninu og því er sleppt.


* Á ensku standard deviation og variance.
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