56
Kafli 5

Dreifing
55

Kafli 5

Dreifing og öryggismörk

Hugsum okkur að við þekkjum meðaltal og staðalfrávik talnasafns,  μ og σ. Hversu stór hluti af tölunum í safninu skyldi vera innan eins staðalfráviks frá meðaltalinu? Ef ég vel af handahófi úrtak úr safninu og reikna meðaltal þess 
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, hvaða líkur eru á því að fjarlægð 
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frá μ sé minni en tvö σ? Svör við þessum spurningum og öðr​um slíkum velta á því hvernig dreifingu talnasafnsins er háttað.

Talnasöfn dreifast með ýmsum hætti; sum þjappast saman umhverfis einhverja miðju, önnur eru ósamhverf, enn önnur dreifast jafnt yfir tiltekið bil og svo fram​vegis. Hárrétt mat á líkindum byggist auðvitað á því að leggja rétta dreifingu til grundvallar reikningunum, en þess er þó ekki alltaf kostur því við vitum ekki endilega hvernig dreifingunni er háttað. Það vill okkur til happs að þegar úrtakið er sæmilega stórt má yfirleitt gera ráð fyrir svonefndri normaldreifingu meðaltals þess.

Við byrjum á að líta á nokkrar dreifingar en víkjum svo að normaldreifingunni, kynnumst ástæðunni fyrir notagildi hennar og höldum okkur við hana eftir það.

5.1
Dreifing

Dreifingu talna í safni er oft lýst með því að tala um líkurnar á því að draga tiltekin gildi af handahófi úr safninu. Hugsum okkur til dæmis happdrætti með n útgefnum miðum sem eru númeraðir frá 1 til n. Talnasafn sem inniheldur tölurnar á miðunum skulum við kalla x. Líkurnar á að einn tiltekinn miði verði vinningsmiði eru 
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og líkurnar á að einhver miði verði dreginn út eru samanlagðar líkur allra miðanna
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sem útleggst svo á mannamáli að örugglega verði dregið í happdrættinu! Saman​lagðar líkur allra staka í talnasafni eru ætíð 1, hver sem dreifingin er.
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Mynd 5.1. Jöfn dreifing líkinda í talnasafni á bilinu frá 1 til n. Um 58% af safninu liggja innan eins staðalfráviks frá meðaltalinu (skyggða svæðið).

Dreifing á vinningslíkum í talnasafni happdrættisins er nefnd jöfn dreifing og hún er sýnd á mynd 5.1. Og svarið við spurningunni í upphafi kaflans er að staðal​frávik jafnrar dreifingar er σ = n(0,289... og um 57,8% talnanna eru innan eins staðalfráviks frá meðaltalinu n/2. 

Önnur dreifing sem við höfum þegar kynnst (í kafla 3) er tvíliðudreifing, þar sem tveir möguleikar útkomu stjórna dreifingunni, til dæmis í peningakasti af því tagi sem lýst er í kafla 3. Líkurnar á útkomu fyrir hvern pening eru jafnar, 50-50 eins og sagt er, en líkurnar á vinningum þegar n peningum er kastað eru mestar kringum meðaltalið n/2 (eins og sést í töflu 3.1 á blaðsíðu 34). Nánar tiltekið eru líkurnar á að vinna q peninga þegar n peningum er kastað
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Líkurnar á vinningi þegar 20 peningum er kastað eru sýndar á mynd 5.2. Mestar líkur, 17,6%, eru að vinna tíu peninga en líkurnar á að vinna 16 eða fleiri eru minni en 1%. Staðalfrávik dreifingarinnar er σ = 2,2... þannig að fimm stærstu súlurnar eru innan eins staðalfráviks frá meðaltalinu og þær innihalda um 73 prósent af vinningslíkunum.
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Mynd 5.2. Tvíliðudreifing líkinda í talnasafni með 21 tölu, 0-20. 73% af safninu liggja innan eins staðalfráviks frá meðaltalinu (skyggðu súlurnar).

Þegar n stækkar (og súlunum fjölgar) stefnir tvíliðudreifingin á samfellt fall í stað tröppugangsins í súlunum. Nánar tiltekið, þegar 
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 stefnir tvíliðudreif​ingin á líkindafall sem nefnt er normaldreifing og gengur einnig undir nöfnunum Gauss dreifing og bjölludreifing. Ferill normaldreifingar með meðaltalið μ = 0 og staðalfrávikið σ = 1 er sýndur á mynd 5.3. Flatarmálið undir ferlinum er 1, þ.e. samanlagðar líkur allra talnanna í safninu á því að vera valdar af handahófi. Flatar​málið milli –1 og +1 er 0,6826.., sem þýðir að 68,26% af stökunum úr talnasafninu eru innan eins staðalfráviks frá meðaltalinu. Líkurnar á að draga stak sem er meira en tvö staðalfrávik fyrir neðan meðaltalið eru 0,0228 eða rúmlega tvö prósent; á línuritinu er það flatarmálið undir líkindaferlinum vinstra megin við –2.
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Mynd 5.3. Líkindaferill normaldreifingar með meðaltal  μ = 0 og staðalfrávik σ = 1.

5.2
Stöðluð normaldreifing

Normaldreifingin er fullkomlega skilgreind af meðaltali sínu og staðalfráviki. Þau gildi eru auðvitað breytileg frá einu talnasafni til annars, en lögun bjöllu-ferilsins er alltaf eins og á mynd 5.3 þegar fjarlægð staks frá meðaltali talnasafns (x – μ) er mæld í staðalfrávikum σ. Það er því þægilegt að skilgreina nýja stærð sem er nefnd z-stig fyrir stak í safni:
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z-stigið hefur meðaltalið 0 og staðalfrávik 1. Dreifing þess er sýnd á mynd 5.3. 
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Mynd 5.4. Ferill uppsafnaðra líkinda staðlaðrar normaldreifingar með meðaltal  μ = 0 og staðalfrávik σ = 1. Þessi ferill er heildi ferilsins á mynd 5.3

Oft viljum við vita hversu miklar líkur eru á því að slembitala liggi á tilteknu bili eða sé fyrir ofan eða neðan ákveðið gildi. Þá er einfaldara að huga að uppsöfn​uðum líkindum P(x), þ.e. flatarmáli normaldreifingarferilsins vinstra megin við x:
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Þannig ferill staðlaðrar normaldreifingar er sýndur á mynd 5.4.

5.3
Helsta markgildissetningin

Sem fyrr segir er yfirleitt óhætt að gera ráð fyrir því að meðaltal í úrtaki sé normal​dreift, a.m.k. ef úrtakið er sæmilega stórt. Ástæðuna fyrir því er að finna í helstu markgildissetningu tölfræðinnar* sem er á þessa leið:

Látum x1, x2, ..., xn vera slembistærðir dregnar úr talnasafni með ótiltekna dreif​ingu og meðaltal og fervik μ og σ². Þá er dreifing meðalgildis talnanna


[image: image13.wmf]n

x

x

x

x

n

L

+

+

=

2

1


þannig að meðaltal dreifingarinnar er μ, fervikið er σ²/n og dreifingin stefnir á normaldreifingu þegar n stefnir á (. 

Þessi regla verður ekki sönnuð hér, en slíka sönnun geta forvitnir nemendur fundið í viðameiri kennslubókum í tölfræði. Kjarni málsins er sá að ef stærð úrtaks n er nægilega stór þá er z-stigið
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um það bil normaldreift með staðalfrávik 1 og meðaltal 0. Þessi staðreynd er lögð til grundvallar varðandi öryggismörk og prófanir á tilgátum sem lýst er í þessum kafla og þeim næsta. 

5.4
Öryggismörk

Við höfum áður sýnt fram á (í kafla 3) að meðaltal í úrtaki er besta mat á meðaltali þýðis. En hversu nákvæmt er það mat? Með því að gera ráð fyrir því að meðaltalið sé normaldreift er hægt að svara þeirri spurningu. 

Segjum að við höfum valið n stök af handahófi úr þýði og reiknað út meðaltal og staðalfrávik úrtaksins:
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Þessar stærðir eru mat okkar á meðaltali og staðalfráviki þýðisins,  μ og σ. Hversu nálægt μ er líklegt að 
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 sé? Eða með öðrum orðum, hvað þurfum við að gera ráð fyrir mikilli skekkju í mati okkar á μ? Íhugum eftirfarandi atriði:

· Dreifing 
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 umhverfis μ hefur áætlað staðalfrávik 
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· Því eru um 68% líkur á að 
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 liggi á bilinu milli 
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· Það þýðir einnig að 68% líkur eru á því að μ liggi milli 
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Þessi röksemdafærsla gildir um öll bil sem við veljum umhverfis  μ, hvort sem bilið er eitt staðalfrávik eða eitthvað annað. Þess vegna er dreifing μ umhverfis 
[image: image24.wmf]x

 spegilmynd af dreifingu 
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 umhverfis μ. Líkindafall þess að meðaltal úrtaksins 
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 sé rétt mat á meðaltali talnasafnsins μ er hið sama og dreifing 
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 umhverfis μ.

Á þessum forsendum getum við nú látið öryggismörk fylgja mati okkar á μ. Á bilinu milli –1,96σ og +1,96σ er til dæmis að finna 95% af flatarmálinu undir staðl​aða bjölluferlinum. Það þýðir að tala valin af handahófi úr normaldreifðu talnasafni mun í 95% tilfella víkja minna en 1,96 staðalfrávik frá meðaltali safnsins. Ef við höfum valið af handahófi úrtak með n stökum og reiknað meðaltal þess getum við því sagt:

Fyrir því eru 95% líkur að hin eftirsótta kennistærð μ liggi einhversstaðar á bilinu milli
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eða með öðrum orðum: Mat okkar á gildi kennistærðarinnar μ  er 
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. Hugsanleg skekkja í þessari áætlun með 95% öryggismörkum er
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Af þessu sést að normaldreifing meðaltalsins gerir okkur kleift að áætla skekkju í mati með eins miklu öryggi og við kjósum. Í skoðanakönnunum og öðrum rann​sóknum þar sem n er stór tala er yfirleitt miðað við 95% eða jafnvel 99% öryggis​mörk. Þegar stök í úrtaki eru færri eru öryggismörkin stundum höfð nokkuð lægri.

5.5
Reiknað með Excel

Í kafla 4.5 var fjallað um nokkrar reikniskipanir í Excel sem snerta tvíliðudreif​ingu. Hér verður að auki fjallað um reikniskipanir sem varða normaldreifingu á tvennan hátt:

· Við höfum ákveðið z-stig normaldreifðs talnasafns og viljum vita líkurnar p á því að tala valin af handahófi úr safninu hafi lægra z-stig. Til þess má nota fallið NORMSDIST.

· Við höfum í huga ákveðnar líkur p og viljum vita hvað z-stigið þarf að vera til þess að tala valin af handahófi úr safninu hafi líkur p á að vera minni en z. Til þess er notað fallið NORMSINV.

Þessi föll reikna út frá uppsöfnuðum líkindum (eins og fram kemur á mynd 5.5) og við sjáum í hendi okkar hvað það getur verið þægilegt. Excel býður einnig upp á skipanirnar NORMDIST og NORMINV sem ekki miðast við uppsafnaðar líkur heldur líkurnar á hverjum stað á ferlinum, en það flækir málið að þá ræðst útkoman af stærð eininganna sem reiknað er með.
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Mynd 5.5.  p = NORMSDIST(z) og z = NORMSINV(p).

Fallið CONFIDENCE er af sama toga og NORMSINV. Inntak þess eru öryggismörkin (nánar tiltekið 0,05 fyrir 95% öryggismörk), staðalfrávikið σ og stærð úrtaks n og það skilar okkur öryggisbili 
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 í x-einingum í stað z-stigs.

5.6
Sýnidæmi

Normaldreifing og z-stig. Í fjölmennum skóla er meðalhæð karlkyns nemenda 180 cm og staðalfrávik hæðarinnar er 10 cm. Nú eru valdir af handahófi tuttugu hópar með 25 piltum og fundin meðalhæð í hverjum hóp. Hvert er vongildi hennar og hvert má vænta að verði staðalfrávik meðalhæðar hópanna? Í hve mörgum hópum má vænta þess að meðalhæð verði milli 176 og 182 cm? Hvar er líklegt að skilji milli meðalhæðar hæsta og næsthæsta hópsins?

Úrlausn: Við gerum ráð fyrir því að hæð nemenda í skólanum sé normaldreifð. Við þekkjum meðaltal og staðalfrávik þýðisins og þá eru vongildi úrtaksins auð​fundin. Vongildi meðalhæðar hópanna er hið sama og meðalhæð í skólanum
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og vongildi staðalfráviks meðalhæðar hópanna stjórnast af hópstærðinni
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Til þess að finna líkurnar á því að lenda utan við bilið 176-182 cm þarf að reikna z-stig endimarka bilsins. Þau eru
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Skipunin NORMSDIST(z) í Excel gefur líkurnar á því að lenda vinstra megin við þessi z-stig:

p1 = NORMSDIST(–2) = 2,28%     og     p2 = NORMSDIST(+1) = 84,13%

Líkurnar á því að hópur lendi á þessu bili eru því 84,13 – 2,28 = 81,86% og af tutt​ugu hópum er líklegast að sextán hópar lendi á þessu bili.

Til þess að reikna líkleg skil milli hæsta og næsthæsta hópsins snúum við lík​indunum við. Nítján af tuttugu eða 95% af hópunum eiga að liggja undir þessum mörkum. Skipunin NORMSINV(p) í Excel gefur þá z-stigið

z = NORMSINV(0,95) = 1,645

og það samsvarar hæðinni
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Samlagning fervika. Þrjár ljósaperur eiga allar að hafa meðal-líftíma 1500 klst með staðalfráviki 15 klst. Þegar ein bilar er samstundis skipt um. Hvað eru miklar líkur á að perurnar þrjár dugi samtals í meira en 5000 klst? Að minnsta kosti 4200 klst?

Úrlausn: Hér þarf bæði að finna væntanlegan heildar-líftíma μ og staðalfrávik hans σ. Það er svona gert:
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Þessi regla um samlagningu meðaltala og fervika verður ekki sönnuð hér, en varð​andi ljósaperurnar ganga reikningarnir svona fyrir sig:
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Næst er  z-stig reiknað og það notað til að reikna líkurnar:
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5.7 Æfingar

1. Látum x = {x1, x2, …, xn} vera talnasafn með meðaltal μ og staðalfrávik σ. Nú margföldum við hvert einasta stak í safninu með 6 og leggjum 10 við það. Hvert er meðaltalið og staðalfrávik safnins eftir það? Skiptir máli í þessum reikningi hver dreifing safnsins er? Rökstyddu svarið.

2. Gefið er normaldreift talnasafn með meðaltal μ = 30 og staðalfrávik σ = 5. Ef við veljum stak af handahófi úr safninu, hvaða líkur eru þá á því að:

a) Stakið sé undir 24? 

b) En að það sé milli 24 og 36? 

c) En milli 30 og 40? 

d) En að það sé stærra en 37?

e) Fyrir neðan hvaða gildi eru 95% stakanna í safninu?

f) Milli hvaða tveggja gilda eru 90% stakanna í safninu?

3. Gefið er normaldreift talnasafn með meðaltal μ = 100 og staðalfrávik σ = 12. Við veljum úr því af handahófi úrtak með 36 stökum.

a) Hvaða líkur eru á því að úrtakið hafi meðalgildi undir 102?

b) Innan hvaða fjarlægðar frá meðaltali talnasafnsins eru 95% líkur á að meðaltal úrtaksins liggi? En 99% líkur?


























































* Á ensku central limit theorem.
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