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Kafli 1

Talnasöfn

Menn eru sífellt að mæla og telja og skýra frá niðurstöðum sínum. Einn telur fiskana í sjónum, annar mælir rigninguna og fréttamenn þylja í síbylju prósentur og meðaltöl. Áherslan á tölulegar upplýsingar er ekki mjög gömul en færist stöðugt í aukana, ekki síst fyrir tilverknað tölvanna sem hafa gerbreytt öllum möguleikum okkar til að safna og vinna úr tölum. Afstöðu nútímans til upplýsinga má kannski lýsa með orðum enska eðlisfræðingsins Kelvin lávarðar (1824-1907) sem sagði: "Þegar unnt er að mæla það sem um er rætt og lýsa því með tölum er eitthvað vitað um það; en sé ekki hægt að mæla það, ekki hægt að lýsa því með tölum, er vit​neskjan bæði lítil og léleg."

Í þessum kafla og þeim næsta er fjallað um nokkrar aðferðir sem nota má til að lýsa talnasöfnum og kanna innihald þeirra. Orðið safn er notað hér frekar en mengi vegna þess að hver tala getur komið oftar en einu sinni fyrir í safninu. Þegar ekki eru tök á að skoða nema hluta af talnasafni, til að mynda þegar verið er að rann​saka stærð sandkorna á sjávarströnd, eru tölurnar sem við höfum undir höndum nefndar úrtak eða sýnishorn úr þýði (á ensku sample og  population). Um þau mál er fjallað í köflum 3-6, en hér lítum við fyrst á safnið í heild, allt þýðið.

174, 172, 150, 147, 161, 168, 160, 180, 158, 142, 152, 155, 163, 149, 162, 150, 160, 154, 155, 143, 170, 163, 172, 159, 173, 147, 172, 129, 172, 152, 148, 152, 151, 164, 156, 147, 139, 159, 141, 165, 153, 136, 159, 154, 159, 129, 129, 140, 143, 161, 157, 167, 148, 159, 162, 158, 158, 166, 166, 143, 133, 168, 137, 155, 157, 169, 136, 133, 138, 157, 163, 166, 143, 145, 151, 156, 167, 146, 146, 157, 165, 135, 167, 168, 131, 159, 147, 140, 162, 137, 152, 143, 168, 164, 163, 158, 160, 167, 147, 156, 157, 134, 154, 141, 155, 161, 125, 145, 171, 156, 153, 126, 128, 145, 157, 152, 155, 153, 164, 163, 166, 159, 152, 144, 131, 150, 136, 165, 154, 148, 156, 148, 162, 187, 167, 165, 170, 152, 155, 151, 157, 168, 137, 149, 133, 171, 137.

Tafla 1.1. Hæð 147 nemenda mæld í sentimetrum.

1.1.
Töflur og línurit

Í skóla nokkrum voru nemendur í einum árgangi, 147 talsins, kallaðir fyrir í staf​rófsröð og hæð þeirra mæld. Tölurnar í töflu 1.1 sýna hæð allra nemenda árgangs​ins í sentimetrum; með öðrum orðum allt talnasafnið.

Ýmsar leiðir eru til að lýsa þessu talnasafni. Ein er sú að flokka tölurnar eftir stærð og gera töflu sem sýnir hve margir nemendur lenda í hverjum flokki. Þannig tafla er nefnd tíðnitafla. Algengt er að sýna einnig samanlagða tíðni eða safntíðni flokkanna í töflunni svo betra sé að átta sig á dreifingu talnasafnsins.

	Hæð, cm
	Fjöldi
	Tíðni, %
	Samtals
	Safntíðni, %

	120-129
	 6
	 4,1
	  6
	  4,1

	130-139
	16
	10,9
	 22
	 15,0

	140-149
	27
	18,4
	 49
	 33,3

	150-159
	49
	33,3
	 98
	 66,7

	160-169
	37
	25,2
	135
	 91,8

	170-179
	10
	 6,8
	145
	 98,6

	180-189
	 2
	 1,4
	147
	100,0


Tafla 1.2. Hæð 147 nemenda, mæld í sentimetrum.

Tafla 1.2 er dæmi um tíðnitöflu. Þar er vert að gæta að eftirfarandi atriðum:

· Fyrsti dálkur töflunnar sýnir hvernig hæðartölunum er skipt í flokka. Til þess að draga fram eiginleika talnasafns, eða dreifingu þess, er yfirleitt best að flokkarnir nái yfir jafnstór bil, þótt ekki sé það algild regla.

· Í öðrum og þriðja dálki er sýnt hversu margir nemendur falla í hvern flokk. Um þessa dálka er sagt að þeir lýsi tíðnidreifingu talnasafnsins, sá fyrri raunveru​legri tíðni en hinn síðari hlutfallslegri tíðni. Við sjáum þar meðal annars að stærsti flokkurinn, tæplega þriðjungur hópsins, er sá sem hefur að geyma nem​endur milli 150 og 159 cm á hæð. 

· Í fjórða og fimmta dálki er svo safntíðnin, þ.e. fjöldi þeirra nemenda sem ekki eru hærri en hver flokkur segir til um. Þar getum við til dæmis séð að 91,8% nemenda er undir 170 cm á hæð og 22 nemendur ná ekki hæðinni 140 cm. 

Upplýsingarnar úr tíðnitöflunni er síðan auðvelt að setja fram myndrænt með ýmis​konar línuritum. Algengast er að nota súlurit til að sýna tíðnidreifinguna og eru súlurnar þá ýmist hafðar láréttar eða lóðréttar. Á mynd 1.1 er skipting nemenda í stærðarflokka sýnd með láréttu súluriti, teiknuðu í Excel. Hægt er að láta Excel skreyta súluritið á margvíslegan hátt, til dæmis með því að teikna súlurnar í þrí​vídd, en oftast truflar slíkt skraut upplýsingarnar á myndinni og spillir henni.
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Mynd 1.1. Súlurit sem sýnir fjölda nemenda (láréttur ás) í hverjum stærðarflokki. 

Eftir að tölvur komu til skjalanna við að teikna línurit hafa ýmsar flóknari gerðir línurita notið vaxandi vinsælda, til að mynda svonefnd kökurit sem gjarnan eru notuð til að sýna hlutfallslega skiptingu. Mynd 1.2 sýnir kökurit teiknað í Excel. 

Hönnun góðra línurita er íþrótt sem ekki verða gerð skil hér, en eina reglu er ætíð gott að hafa í huga: Einfalt er betra en flókið. Línurit sem gefur glögga mynd af eiginleikum talnasafns þarf ekki að skreyta. Varist að ofhlaða línurit með ítrekun upplýsinga. Á sneiðarnar í kökuritinu hér fyrir neðan er til dæmis ekki ritaður fjöldi nemenda í hverjum hóp – stærð sneiðarinnar er ætlað að koma þeim upplýsingum á framfæri. Þrívíddarteikning kökunnar er að vísu skraut, en truflar lítið eða ekki lestur upplýsinga af myndinni og hefur þann kost að minnka hæð hennar dálítið þannig að hún fer betur á síðunni.


[image: image2.wmf]120-129

130-139

140-149

150-159

160-169

170-179

180-189


Mynd 1.2. Kökurit sem sýnir hlutfallslegan fjölda nemenda í hverjum stærðarflokki.
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Mynd 1.3. Hópur manna stendur á málbandi. Hver er í miðjunni?

1.2.
Miðja og dreifing

Töflur og línurit lýsa talnasafni með því að sýna öll stök þess á samanþjöppuðu formi. En við viljum ganga lengra og velja eina tölu sem dæmigerðan fulltrúa fyrir allar tölurnar í safninu og ennfremur viljum við gefa til kynna hvernig talnasafnið dreifist umhverfis þennan fulltrúa sinn.

Til þess að lýsa talnasafni með slíkum hætti þarf að gera tvennt:

· Skilgreina miðju í talnasafninu.

· Lýsa dreifingu umhverfis miðjuna með einni eða fleiri stærðum.

Fljótt á litið virðist einfalt mál að skilgreina miðju í talnasafni, en það leynir á sér. Tökum sem dæmi talnasafn með sjö tölum, x = {1, 2, 3, 4, 6, 8 og 11}. Dreifing talnanna í safninu er sýnd á mynd 1.3 með því að láta sjö menn standa í hóp á málbandi, einn fyrir hverja tölu í talnasafninu. Hvar er miðja hópsins?

Ein skilgreining á miðju er sú að jafnmargir menn skuli vera vinstra og hægra megin við hana. Maðurinn sem stendur á tölunni 4 hefur þrjá félaga á hvora hönd og er samkvæmt því miðja hópsins. Þessi staður í talnasafni er kallaður miðgildi safnsins. Þegar fjöldi staka í talnasafni er jöfn tala er miðgildið skilgreint sem meðaltal þeirra tveggja talna sem eru í miðjum hópnum.

Helsti kostur við miðgildið sem lýsingu á talnasafni er að það er ónæmt fyrir því þótt einhver stök í safninu séu óeðlilega há eða lág. Það er til dæmis heppileg lýsing á miðju í ójafnri dreifingu eins og á mynd 1.3, þar sem mikill hluti hópsins hefur hnappast saman á öðrum enda málbandsins. Einn galli við miðgildið er að til að finna það þarf að raða öllum stökunum í safninu.
Miðgildi hóps hefur þann stærðfræðilega eiginleika að þaðan er styst til allra í hópnum eins og fram kemur í töflu 1.3, þar sem í hverri línu eru lagðar saman fjar​lægðir frá einum stað til allra hinna. Þar má sjá að meðalfjarlægð frá miðgildinu til hinna stakanna er um það bil 3 og þá tölu mætti hugsa sér að nota til að lýsa dreif​ingu þeirra umhverfis miðjuna, en það er að vísu sjaldan gert. Dreifingu talnasafns umhverfis miðgildið er fremur lýst með því að gefa upp svonefndar marktölur; þ.e. þær tölur í talnasafni sem eru stærri en ákveðinn hluti stakanna í safninu. Fjórðungsmörk eru til að mynda rituð q0.25, q0.50 og q0.75, þar sem  q0.50 er auðvitað miðgildi safnsins; tíundamörk eru rituð q0.10, q0.20 q0.30,..., og svo framvegis.

	Staður
	Fjarlægð

	1
	 0 + 1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 10 = 28

	2
	 1 + 0 + 1 + 2 + 4 + 6 + 9  = 23

	3
	 2 + 1 + 0 + 1 + 3 + 5 + 8  = 20

	4
	 3 + 2 + 1 + 0 + 2 + 4 + 7  = 19

	6
	 5 + 4 + 3 + 2 + 0 + 2 + 5  = 21

	8
	 7 + 6 + 5 + 4 + 2 + 0 + 3  = 27

	11
	10 + 9 + 8 + 7 + 5 + 3 + 0  = 42


Tafla 1.3. Samanlögð fjarlægð frá hverjum manni, hverjum stað, til allra hinna í hópnum. Feitletraða línan sýnir þann stað þaðan sem fjarlægðin er minnst.

Lægsta og hæsta gildi í safni eru líka oft notuð til þess að lýsa dreifingu þess. Mismunur þessara tveggja talna nefnist seiling talnasafnsins, 

seiling = R = 11 – 1 = 10.

Ein hugmynd um miðju gæti verið að skilgreina hana mitt á milli lægsta og hæsta gildis, á miðri myndinni, þar sem talan 6 er á málbandinu. Sú skilgreining er þó aldrei notuð! Hins vegar er talnasafni stundum best lýst með því að tiltaka hvert sé tíðasta gildið í safninu, einkum ef það fellur hvorki saman við miðgildi né meðal​tal safnsins.
1.3.
Meðaltal, fervik og staðalfrávik

Að lokum kemur að þeirri miðju í talnasafni sem allir kunna að reikna og er kölluð meðaltal safnsins, táknað með gríska stafnum μ (my). Meðal-staðsetning hópsins á mynd 1.4 er 
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en þar er að vísu enginn staddur! Meðaltalið getur því stundum verið dálítið sér​kennilegur fulltrúi hópsins; til að mynda þegar við segjum að hjón á Íslandi eigi að meðaltali tvö og hálft barn og meðalfjölskyldan eigi einn og hálfan bíl.

Einn af kostum meðaltalsins er tvímælalaust hversu auðvelt er að reikna það. Meira máli skiptir þó sá stærðfræðilegi eiginleiki, að meðaltalið er þannig staðsett í talnasafninu, að summan af öðru veldi fjarlægða frá því til allra talnanna í safn​inu er eins lítil og verið getur! 
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Mynd 1.4. Meðaltal talnasafnsins er 5, en sú tala er að vísu ekki með í safninu. 

Þetta kemur greinilega fram í töflu 1.4 þar sem reiknuð er summa annars veldis fjarlægða hópsins á mynd 1.4. Almenna sönnun á reglunni er að finna í kafla 1.4. Annað veldi fjarlægða er einnig nefnt kvaðrat og þá er talað um summu kvaðrata.

	Staður
	Annað veldi fjarlægða

	1
	  0 +  1 +  4 +  9 + 25 + 49 + 100 = 188

	2
	  1 +  0 +  1 +  4 + 16 + 36 +  81 = 139

	3
	  4 +  1 +  0 +  1 +  9 + 25 +  64 = 104

	4
	  9 +  4 +  1 +  0 +  4 + 16 +  49 =  83

	5
	 16 +  9 +  4 +  1 +  1 +  9 +  36 =  76

	6
	 25 + 16 +  9 +  4 +  0 +  4 +  25 =  83

	7
	 36 + 25 + 16 +  9 +  1 +  1 +  16 = 104

	8
	 49 + 36 + 25 + 16 +  4 +  0 +   9 = 139

	9
	 63 + 49 + 36 + 25 +  9 +  1 +   4 = 187

	10
	 81 + 64 + 49 + 36 + 16 +  4 +   1 = 251

	11
	100 + 81 + 64 + 49 + 25 +  9 +   0 = 328


Tafla 1.4. Samanlagt annað veldi fjarlægða frá sérhverri heiltölu á málbandinu til allra í hópnum, þ.e. til allra talnanna í safninu. Feitletruð lína sýnir hvar þessi summa er lægst.

Þessi stærðfræðilegi eiginleiki meðaltalsins skiptir sköpum um notagildi þess því hann þýðir að meðaltalið er sú tala sem minnst skekkja er fólgin í að velja sem fulltrúa fyrir safn af óháðum tölum, eins og sýnt er í kafla 2.1. Af sömu ástæðu er meðaltalið líklegasta matið á réttu gildi þegar talnasafn inniheldur margar mæling​ar á sama fyrirbæri með tilviljunarkenndri skekkju. 

Meðaltalið hefur þann galla að fáein óeðlilega há eða lág gildi í talnasafni hafa mjög mikil áhrif á það (vega þungt í annars-veldis reikningunum). Af þeim sökum er meðaltalið ekki mjög lýsandi fulltrúi fyrir talnasöfn með ósamhverfa dreifingu, til dæmis hópinn á mynd 1.3 sem hnappast meira á vinstri helming myndarinnar.

Til þess að lýsa dreifingu talnasafns umhverfis meðaltal safnsins liggur beinast við að vísa til annars-veldis-fjarlægðar meðaltalsins frá tölunum í safninu. Það er gert með því að reikna út meðaltal kvaðratanna og er sú stærð kölluð fervik talna​safnsins; táknuð með σ² (sigma í öðru veldi):
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Þá kemur að vísu upp sú sérkennilega staða að miðjan er gefin upp í öðrum ein​ingum en dreifingin. Ef til dæmis talnasafnið inniheldur mælingar í metrum þá er dreifing þess gefin upp í fermetrum! Hvernig á að sýna slíka dreifingu á mynd? Það er ekki hægt. Þess vegna er gripið til þess ráðs að nota kvaðratrótina af fervik​inu til að lýsa dreifingunni og er sú kennistærð kölluð staðalfrávik talnasafnsins og táknuð með σ :
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Ofangreindar formúlur skilgreina á einfaldan hátt fervik og staðalfrávik, en á þeim er hins vegar sá tæknilegi galli að við þurfum að fara tvisvar í gegnum allar tölurnar í safninu; fyrst til að finna meðaltalið og síðan til þess að reikna summuna. Ferviks-formúluna má hins vegar umrita þannig að ekki þarf að fara nema einu sinni gegnum tölurnar. Við byrjum á að margfalda upp úr annars veldis sviganum (og einföldum útlit formúlunnar með því að sleppa teljurum við summumerkið):
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Næst er summan rituð lið fyrir lið
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og fastarnir 2 og μ síðan teknir út fyrir summumerkin. Aftasta summan verður þá summan af 1, n sinnum, sem gefur n og styttist út:
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Meðaltalið er umritað 
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sem líka má rita
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Með þessari formúlu dugir að renna einu sinni í gegnum gögnin, telja n og safna í summurnar 
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. Að því búnu eru þær stærðir komnar sem þarf til að reikna fervikið.

1.4.
Sönnun reglu um meðaltal og fervik

Við skulum nú sanna með formlegum hætti þá reglu sem nefnd var í kafla 1.3 um samband meðaltals og fervika. Þessi regla er ein hin mikilvægasta í tölfræðinni og sönnunin er ekki flókin fyrir þá sem kunna diffurreikning. Við undirbúum sönnun​ina með því að setja fram nákvæmar skilgreiningar á hugtökunum meðaltal og fer​vik tölu frá safni.

Skilgreining á meðaltali talnasafns: Látum x vera safn af n tölum,  x1, x2, ... xn. Meðaltal safnsins er táknað með μ(x),  μx eða bara  μ og reiknað svona:
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Skilgreining á ferviki tölu frá talnasafni: Látum x vera safn af n tölum,  x1, x2, ... xn, og u vera einhverja tölu. Þá er fervik tölunnar u frá safninu skilgreint sem meðaltal af öðru veldi fjarlægða u frá tölunum og táknað með σ²(x,u):
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Að svo búnu erum við reiðubúin til að sanna regluna. Sönnuninni fylgir síðan skilgreining á hugtökunum fervik og staðalfrávik talnasafns.

Regla um meðaltal: Sú tala sem hefur minnst fervik frá talnasafni er meðaltal safnsins.

Sönnun: Við þurfum að finna lággildi fallsins
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og gerum það með því að setja diffurkvóta þess jafnan núlli*. Þá fæst
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Neðstu línuna má umrita svona
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sem er einfaldlega skilgreiningin á meðaltali og þar með er reglan sönnuð.

Skilgreining á ferviki og staðalfráviki talnasafns: Fervik meðaltals talnasafns frá safninu sjálfu nefnum við fervik talnasafnsins og ritum það sem σ²(x), σx² eða bara σ². Kvaðratrótina af ferviki talnasafns nefnum við staðalfrávik safnsins.

1.5.
Bein lína sem meðaltal

Til þess að kynnast betur því sjónarhorni á meðaltalið að það sé lágmark fervika frá safni skulum við athuga hvernig velja má beina línu sem fulltrúa punktasafns. Mynd 1.5 sýnir safn n punkta, 

(x, y) =  {(x1, y1), (x2, y2), ... ,(xn, yn)}

og við viljum finna stuðlana A og B í jöfnu þeirrar beinu línu

y = A·x + B
sem best fellur að punktasafninu. Nánar tiltekið viljum við finna stuðla þeirrar beinu línu sem kalla má meðaltal punktasafnsins og hefur þann eiginleika að summan af öðru veldi fjarlægða punktanna frá henni er eins lítil og kostur er.
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Mynd 1.5. Besta beina lína gegnum punktasafn, fundin með aðferð minnstu kvaðrata, þ.e. með því að lágmarka fervik punktanna frá línunni.

Lítum á k-ta punktinn (xk, yk). Sá staður á beinu línunni sem hefur x-hnitið xk hefur y-hnitið
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og lóðrétt* fervik k-ta punktsins frá línunni er því


[image: image22.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

ˆ

B

x

A

y

y

y

k

k

k

k

+

×

-

=

-


Summan af fervikum allra punktanna er
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og við erum að leita að þeim tölum A og B sem gera þessa summu sem minnsta. Við diffrum summuna með tilliti til A og B og setjum útkomurnar jafnar núlli:


[image: image24.wmf](

)

(

)

0

2

0

2

=

-

×

-

-

=

=

-

×

-

-

=

å

å

B

x

A

y

dB

dS

B

x

A

y

x

dA

dS

k

k

k

k

k


Enda þótt stuðlarnir A og B séu breytur í diffruninni (vegna þess að við erum að leita að bestu gildum fyrir þá) eru þeir fastar í summunni og því má taka þá út fyrir summumerkin. Þá líta jöfnurnar svona út:
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Þær er nú hægt að leysa saman og fá út formúlur fyrir A og B:
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Einfalt, ekki satt? Þetta eru stuðlar beinnar línu sem felld er að punktasafni eins og á mynd 1.5. Línan er ýmist nefnd besta beina lína eða lína minnstu kvaðrata (á ensku least squares fit). Margar reiknivélar hafa innbyggðar skipanir til að finna stuðla beinnar línu og í Excel má gera það með ýmsum hætti.

1.6.
Reiknað og teiknað með Excel

Enda þótt hægt sé að reikna kennistærðir lítilla talnasafna í höndunum er sjálfsagt að nota töflureikni á borð við Excel til að létta sér lífið. Það hefur líka þann kost að auðvelt er að láta Excel birta niðurstöðurnar á myndrænu formi. Hér fylgir á eftir listi yfir helstu skipanir sem snerta efni þessa kafla. Þær skiptast í þrjá flokka: Innbyggð föll, viðbótar reiknirit og teikniskipanir.

Innbyggð föll. Þessar skipanir eru framkvæmdar með því að rita þær í einhvern reit töflureiknisins á eftir = merki. Til dæmis er meðaltal talna í 25 efstu reitum A-dálksins reiknað með fallinu =AVERAGE(A1:A25). Útkoman er ávallt ein tala sem birtist í reitnum þegar skipunin hefur verið framkvæmd.

	Skipun
	Útkoma

	AVERAGE
	Meðaltal

	VARP
	Fervik (þýðis)

	STDEVP
	Staðalfrávik (þýðis)

	MEDIAN
	Miðgildi

	MIN
	Lægsta gildi

	MAX
	Hæsta gildi

	PERCENTILE
	Marktala

	QUARTILE
	Fjórðungstala

	MODE
	Tíðasta gildi


Tafla 1.5. Nokkur innbyggð föll í Excel sem lýsa talnasöfnum.(
Viðbótar reiknirit. Munurinn á reikniriti og falli í Excel er að föllin eru sett í töflureiti og skila gildum beint þangað en reikniritin framkvæma margvíslegar aðgerðir í einu lagi, reikna, raða, teikna, o.s.frv., og skila niðurstöðunum gjarnan á sérstakri síðu. Tölfræðilegu reikniritin þarf að setja upp sérstaklega í Excel með því að velja TOOLS/ADD-INS og haka þar við ANALYSIS TOOLPAK. Eftir það birtist valkosturinn DATA ANALYSIS á TOOLS valmyndinni og þar er að finna tvö reiknirit sem við höfum áhuga á.

Skipunin HISTOGRAM býr til tíðnitöflu (sjá töflu 1.2) og býðst auk þess til að teikna súlurit af niðurstöðunum (sjá mynd 1.1). Nánari skýringar um notkun reikni​ritsins er meðal annars að finna í hjálpinni með Excel.

Skipunin DESCRIPTIVE STATISTICS reiknar út kennistærðir fyrir tölurnar, en miðar að vísu við að um sé að ræða úrtak úr þýði en ekki allt talnasafnið (sjá kafla 4). Fervik, staðalfrávik og annað slíkt er því ekki rétt og yfirleitt er einfaldara að nota innbyggðu föllin til að reikna kennistærðirnar.

Teikniskipanir. Einn af kostum þess að nota Excel til að vinna úr gögnum er hve auðvelt er að teikna línurit af ýmsum gerðum og kanna eiginleika þeirra. Til dæmis er hægt að teikna línurit af punktasafni og fella síðan beina línu að punktun​um. Þá eru x og y hnit punktanna skráð í hvort í sinn dálk, dálkarnir síðan ljómaðir og skipunin INSERT/CHART/XY SCATTER notuð til að teikna línuritið. Síðan er smellt með hægri músarhnappi á einn af punktunum á línuritinu og ADD TREND​LINE valið. Mynd 1.5 er einmitt teiknuð með þessum hætti.

1.7.
Sýnidæmi

Lýsing á talnasafni. Heilsugæslustöð þjónar 243 barnafjölskyldum. Á einu ári dreifðust 716 heimsóknir vegna eftirlits með börnum svona á fjölskyldurnar:

	Tíðni heimsókna
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Fjölskyldur
	33
	29
	37
	44
	56
	24
	9
	6
	4
	1


Teiknið mynd af tíðnidreifingunni og finnið fjórðungsmörk fyrir heimsóknatíðni fjölskyldna. Kannið einnig hvernig heimsóknir á heilsugæslustöðina dreifast á þessa tíðniflokka. 

Úrlausn: Við byrjum á að setja upp tíðnitöflu í Excel með dálka fyrir samanlagða tíðni fjölskyldna og fyrir tíðni heimsókna, reiknað út frá fyrri dálkum.

	Tíðni heimsókna
	Fjöldi fjölskyldna
	Samtals fjölskyldur
	Samtals %
	Fjöldi heimsókna
	Samtals heimsóknir
	Samtals %

	0
	33
	33
	13,6%
	0
	0
	0,0%

	1
	29
	62
	25,5%
	29
	29
	4,1%

	2
	37
	99
	40,7%
	74
	103
	14,4%

	3
	44
	143
	58,8%
	132
	235
	32,8%

	4
	56
	199
	81,9%
	224
	459
	64,1%

	5
	24
	223
	91,8%
	120
	579
	80,9%

	6
	9
	232
	95,5%
	54
	633
	88,4%

	7
	6
	238
	97,9%
	42
	675
	94,3%

	8
	4
	242
	99,6%
	32
	707
	98,7%

	9
	1
	243
	100,0%
	9
	716
	100,0%


Tafla 1.6. Heimsóknir 243 fjölskyldna til barnalæknis á einu ári.

Úr fjórða dálki þessarar töflu lesum við strax að fjórðungur fjölskyldnanna kom einu sinni eða aldrei á heilsugæslustöðina og miðgildi í heimsóknatíðni fjölskyldn​anna er milli tveggja og þriggja heimsókna.

Við sjáum líka að þótt miðgildi tíðni heimsókna reiknað út frá fjölda fjölskyldna (fjórði dálkur) sé 2-3 heimsóknir, þá er miðgildið nærri 4 heimsóknir sé reiknað út frá fjölda heimsókna (sjöundi dálkur). Ólíkar niðurstöður um miðgildi og meðaltöl vegna ólíkra forsenda í reikningum eru til dæmis algengar þegar aðilar vinnumark​aðarins eru að karpa um kaup og kjör.

Ef við viljum gefa fjórðungsmörkin upp sem brot af heimsókn er einfaldast að teikna línurit af hlutfallslegri tíðni og tengja punktana. Af mynd 1.6 hér fyrir neðan má til að mynda lesa að q0.25 = 1.0, q0.50 = 2.6 og q0.75 = 3.6. 
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Mynd 1.6. Safntíðni fjölskyldna sem fall af tíðni heimsókna.

Bein lína felld að punktasafni. Viðbragðstími nokkurra einstaklinga á ýmsum aldri við sjónrænu áreiti var mældur og útkoman var þessi:

	Aldur (ár)
	37
	35
	41
	43
	42
	50
	49
	54
	60
	65

	Viðbragð (ms)
	190
	197
	205
	210
	218
	226
	228
	230
	234
	240


Teiknið línurit af mæligildunum og fellið beina línu að þeim með aðstoð Excel. Hvaða áhrif hefur aldur þátttakenda í rannsókninni á viðbragðsflýti þeirra? Reiknið einnig hallatölu beinu línunnar með því að nota jöfnuna í kafla 1.5. 

Úrlausn: Línurit teiknað í Excel með beinni línu felldri að mæligildunum er sýnt á mynd 1.7. Hallatala línunnar gefur til kynna að viðbragðstíminn vaxi um rúmlega eina og hálfa millisekúndu á ári í þátttakendahópnum.
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Mynd 1.7. Viðbragðstími við sjónrænu áreiti sem fall af aldri.

Til þess að reikna stuðla jöfnunnar í höndunum eða í forriti reiknum við eftirfarandi summur:
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Að því búnu getum við reiknað hallatöluna:
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1.8.
Æfingar

1. Geta meðaltal og fervik talnasafns haft sama gildi? Geta þau haft sama tölu​gildi? Geta staðalfrávik og fervik talnasafns haft sama gildi? Sama tölugildi?

2. Hvað segir það um talnasafn ef meðaltal þess og miðgildi eru sama talan? En hvað segir það ef þau eru mjög ólíkar tölur?

3. Maður nokkur er að athuga talnasafn. Hann reiknar meðaltal þess og síðan frá​vik allra punkta frá meðaltalinu, x – μ. Svo leggur hann öll frávikin saman og sér að summa þeirra er ekki núll. Hvaða ályktun á hann að draga af því?

4. Gefin eru þrjú talnasöfn:

x: 1, 2, 3, 4, 5, 6

y: 1, 1, 1, 6, 6, 6

z: -8, 2, 3, 4, 5, 15

Reiknið meðaltöl og fervik safnanna. Hvaða ályktun má draga af útkomunum?

5. Fyrirtæki hefur 20 sölumenn. Heildarsala hvers um sig síðastliðið ár (í milljón​um króna) er gefin hér fyrir neðan: 

	40,2
	29,3
	35,6
	88,2
	42,9
	26,9
	28,7
	99,8
	35,6
	37,8

	44,2
	32,3
	55,2
	50,6
	25,4
	31,7
	36,8
	45,2
	25,1
	39,7


Reiknið meðaltal, miðgildi, staðalfrávik, fjórðungsmörk, tíundamörk og seil​ingu fyrir talnasafnið. Hverjar af þessum kennistærðum lýsa talnasafninu best? Rökstyðjið svarið.

6. Nemendur í einum bekk voru látnir taka gáfnapróf og niðurstöðurnar voru síðan bornar saman við próf í almennri þekkingu í náttúrufræði. Greindarvísi​talan (IQ) og einkunn fyrir þekkingarprófið (NÞ) eru gefnar hér fyrir neðan:

	IQ
	NÞ
	IQ
	NÞ
	IQ
	NÞ
	IQ
	NÞ
	IQ
	NÞ

	100
	49
	134
	55
	89
	72
	111
	66
	140
	66

	117
	47
	77
	72
	96
	45
	121
	59
	137
	69

	98
	69
	107
	59
	105
	47
	106
	49
	142
	68

	87
	47
	125
	27
	95
	46
	134
	78
	130
	71

	106
	45
	105
	50
	126
	67
	125
	39
	92
	31


Gerið línurit af niðurstöðunum þar sem IQ er á x-ásnum og NÞ er á y-ásnum og fellið beina línu að punktasafninu. Gerið tíðnitöflu fyrir bæði prófin og veljið þær kennistærðir sem lýsa þeim best.
















Hvort eru A og B fastar eða breytur?











* Athugið að fallið f(u) er summa af fleygbogum sem hafa lággildi en ekki hágildi. Fallið hefur því lággildi, en ekki hágildi, og lausn jöfnunnar f(u) = 0 hlýtur að vera lággildi.


* Stysta leið til línunnar er auðvitað ekki lóðrétt heldur þvert á línuna. Það skiptir þó ekki máli hér, því hlutfall lóðréttrar og hornréttrar fjarlægðar til línunnar er hið sama fyrir alla punktana.


( Athugið að föllin VARP og STDEVP eru ætluð til þess að reikna fervik og frávik þýðis (P-ið aftast í nafninu stendur fyrir population). Föllin VAR og STDEV reikna fervik og frávik úrtaks sem fjallað er um síðar í bókinni.






1

_1005842793.unknown

_1008340954.unknown

_1008340972.unknown

_1008341005.unknown

_1008341596.unknown

_1008340992.unknown

_1008340966.unknown

_1005842833.unknown

_1005842860.unknown

_1005846736.unknown

_1008340848.unknown

_1005842910.unknown

_1005842907.unknown

_1005842839.unknown

_1005842854.unknown

_1005842836.unknown

_1005842811.unknown

_1005842828.unknown

_1005842807.unknown

_1005842700.unknown

_1005842744.unknown

_1005842772.unknown

_1005842736.unknown

_963769888.xls
Chart1

		120-129

		130-139

		140-149

		150-159

		160-169

		170-179

		180-189



Fjöldi

Hæð, cm

Fjöldi

6

16

27

49

37

10

2



Sheet1

		Hæð, cm		Fjöldi		Fjöldi, %		Samtals		Samtals, %		Fjöldi, %

		120-129		6		4.1		6		4.1		4.1%

		130-139		16		10.9		22		15		10.9%

		140-149		27		18.4		49		33.3		18.4%

		150-159		49		33.3		98		66.7		33.3%

		160-169		37		25.2		135		91.8		25.2%

		170-179		10		6.8		145		98.6		6.8%

		180-189		2		1.4		147		100		1.4%





Sheet1

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0



Fjöldi



Sheet2

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0



Fjöldi

Hæð, cm

Fjöldi



Sheet3

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0





		





		






_971170666.xls
Chart3

		0

		1

		2

		3

		4

		5

		6

		7

		8

		9



0.1358024691

0.2551440329

0.4074074074

0.5884773663

0.8189300412

0.9176954733

0.9547325103

0.9794238683

0.9958847737

1



Sheet1

		Heimsóknir		fjöldi		cum		%cum		Framlegð		cum		%cum

		0		33		33		13.6%		0		0		0.0%

		1		29		62		25.5%		29		29		4.1%

		2		37		99		40.7%		74		103		14.4%

		3		44		143		58.8%		132		235		32.8%

		4		56		199		81.9%		224		459		64.1%

		5		24		223		91.8%		120		579		80.9%

		6		9		232		95.5%		54		633		88.4%

		7		6		238		97.9%		42		675		94.3%

		8		4		242		99.6%		32		707		98.7%

		9		1		243		100.0%		9		716		100.0%

				243						716

						Meðaltal		2.9465020576

																9		1

																8		4

																7		6

																6		14

																1		28

																5		28

																2		32

																0		37

																4		51

																3		56





Sheet1

		





Sheet2

		





Sheet3

		






_1005842436.unknown

_971177746.xls
Chart1

		37

		35

		41

		43

		42

		50

		49

		54

		60

		65



Viðbragð

190

197

205

210

218

226

228

230

234

240



Sheet1

		

		Aldur		Viðbragð

		37		190

		35		197

		41		205

		43		210

		42		218

		50		226

		49		228

		54		230

		60		234

		65		240





Sheet1

		



Viðbragð



Sheet2

		





Sheet3

		






_963773046.xls
Chart2

		1

		2

		3

		4

		5

		6

		7

		8

		9

		10



y

x

y k

x k

0.8125415584

3.4302617479

3.6346067895

2.5072610414

2.8446686007

3.5243080042

5.2628907006

5.8835519274

4.3974600916

6.4895406334



Sheet1

		0.4125415584		0.4125415584		1		0.8125415584

		2.6302617479		2.6302617479		2		3.4302617479

		2.4346067895		2.4346067895		3		3.6346067895

		0.9072610414		0.9072610414		4		2.5072610414

		0.8446686007		0.8446686007		5		2.8446686007

		1.1243080042		1.1243080042		6		3.5243080042

		2.4628907006		2.4628907006		7		5.2628907006

		2.6835519274		2.6835519274		8		5.8835519274

		0.7974600916		0.7974600916		9		4.3974600916

		2.4895406334		2.4895406334		10		6.4895406334





Sheet1

		



y

x

y k

x k



Sheet2

		





Sheet3

		






_962173002.xls
Chart8

		120-129

		130-139

		140-149

		150-159

		160-169

		170-179

		180-189



6

16

27

49

37

10

2



Sheet1

		Hæð, cm		Fjöldi		Fjöldi, %		Samtals		Samtals, %		Fjöldi, %

		120-129		6		4.1		6		4.1		4.1%

		130-139		16		10.9		22		15		10.9%

		140-149		27		18.4		49		33.3		18.4%

		150-159		49		33.3		98		66.7		33.3%

		160-169		37		25.2		135		91.8		25.2%

		170-179		10		6.8		145		98.6		6.8%

		180-189		2		1.4		147		100		1.4%
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